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Предислове къ первому изданию. 


Предлагаемое издане содержить т статьи тригонометрии, которыя 
требуются для реальныхъ училищь сверхъ гимназической программы, а 
именно: рёшеше тригонометричискихъ уравненй, примзнене натураль- 
ныхъ тригонометрическихъ величинъ И свздфшя о графическомь способ 
рзшеня треугольниковъ. 

Главное содержан!е настоящаго выпуска, составляетъ сталья о р$ёшен!и 
тригонометрическихъ уравненй. Этому, отдлу тригонометр!и въ послднее 
время стали удфлять боле внимашя, чЪмъ прежде, и въ учебной литера- 
турё и въ практикЪ преподаван!я, — соотв$тетвенно новымъ учебнымъ 
планамъ, поставившимъ на болфе видное изсто вопрось объ уравненяхъ 
вообще и въ частности вопросъ о тригонометрическихъ уравнешяхъ. Отно- 
сительно ихъ въ объяснительной записк® къ учебному плану малематики 
говорится: „Тригонометрическя уравнен!я представляють собою весьма, 
хорош матералъ, на которомъ ученики могутъ себЪ усвоить уничтожен!е 
рёшенй и введеше постороннихъ рёшешй въ уравнешя. При рёшеши 
тригонометрическихь уравнешй необходимо заставлять учениковъ выписы- 
вать всв р®шеня этихъ уравневй въ видё общихъ формуль“. Кром$ 
теоретической стороны они цзнны въ преподаван!и еще т$мъ, что даютъ 
очень много удобныхъ и интересныхъ случаевъ для различныхъ тригономе- 
трическихъ преобразованй. Въ виду всего сказаннаго я и счелъ полезнымъ 
разобрать тригонометрическя уравнен!я бол%е подробно, чёмъ это дфлается 
обыкновенно. При этомъ я ограничился одниме неизвфстнымъ, такъ какъ 
программа назначаеть только „простЬйшя“ тригонометричесвя уравненйя. 

Что же касается самой теори тригонометрическихъ уравненй, то 
прежде всего я заботился о выбор надежной и ясной точки зря и о 
послфдоватольномъ проведени ея. Въ виду особаго характера тригономе- 


трическихъ уравнешй мнЪ казалось не только болфе надежнымъ, но и боле 
1 * 


а 


простымъ примёнить къ нимъ точку зрзня, принятую въ высшей мате- 
матикЪ, т.-е. разсматривать рзшене уравнен!я какъ нахожден!е нулевого 
значеня для данной функщи неизвзстнато. Приложеше этого према, читатель 
найдетъ, напр., въ 88 7, 13, 20, 22, 24, 26, 30, 31 и 34; нёкоторые пункты 
ихъ, какъ мн кажется, имВють и интересъ новизны. 

Теперь н8сколько словъ относительно объема книги. Статья о тригоно- 
метрическихъ уравнен1яхъ разраслась болфе, чВмъ я ожидалъ, вел детне 
того, что — для ясности и убфдительности — я не скупился на пояенитель- 
ные примфры къ общимъ положенямъ теор!и; въ нихъ я касался также и 
различныхъ частностей вопроса. Я не предполагаю, чтобы учапийся долженъ 
быль продфлаль сразу вс эти примфры, но имфть достаточный запасъ ихъ, 
хотя бы для справокъ, казалось мн необходимымъ. 


Сентябрь 1894. 
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Второе издаше отличается оть перваго лишь незначительными испра- 
влен!ями. 


0 ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХЬ УРАВНЕНТЯХ. 


Предварительныя понят. 


1. Вступленде. Послфдующее изложене предполагаетъ, что 
учащйся уже освоился съ общей теорей уравненй, какъ она 
излагается въ курсахъ элементарной алгебры*). Въ трипонометри- 
ческихь уравнешяхъь намъ придется: 1) примфнять эту теорю 
въ ея обычномъ содержани и 2) м5стами видоизм$нять и допол- 
нять ее сообразно частнымь особенностямъ новыхъ уравненйй. 

ЗамЪтимъ еще, что въ этой статьЪ мы будемъ разсматриваль 
только уравнешйя съ одним» неизвЪстнымъ. 

2. Опредфлеше тригонометрическаго уравненйя. Уравнене назы- 
вается приионометрическимь, если неизвьстное служить артументомь 
трилонометрической функши или входить в составь арзумента**), 

Таковы, напр., слБдующя уравненя (съ неизвфстными хи а): 
1) 2=082, 2) зп32=1, 3) 4 (45° а) =@ва, и т.д; 
въ 1-мъ ур-и неизвфстный уголъ (или дуга) служить аргументомъ 
тригонометрической функщи, въ 2-мЪ ур-м входить въ составъ 
аргумента***), въ 3-мъ ур-фи то и другое вмфотЪ. 

3. Оть тригонометрическижь уравненйй слъдуеть отли- 
чать: 1) тригонометричесыя тождества и 2) тЪ уравненя, которыя 
хотя и содержалъ тригонометричесвя функщи, но не подходятъ 
подъ сдфланное выше опредЪлеше. Приводимъ примЪры. 


*) См. напр. „Элементарную алгебру“ А. Киселева. 
**) Или иначе: еслы исизвюстиое содержится п10дъ знакомь три- 


аопометрической функц. 
**) Во 2-мъ ур-м ариумениз синуса есть не 2, & 32. 
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1) Въ равенствф 81? - с5*д=1 уголь х можеть имть 
какое уюдно значеше, слдов. это есть тождество; оно тригоно- 
метрическое, такъ какъ перемфнная величина находится подъ зна- 
комъ тригонометр. функщи*). Но ‘равенство зп? — с5? 5 ==1 есть 
уже уравнене, такъ какъ оно вфрно не при всфхъ значеняхъ 2. 

Точно такъ же зп (90° — а) =сза есть тригонометрическое 
тождество, а зп (90° — а) =зпа есть уравнеше, и т. д. 

2) Уравнеше х— пи =х.зпа, гдф а чзеъстно, нельзя 
назвать тригонометричеекимь вслфдетве того, что неизвЪстное д 
не находится подъ знакомъ тригонометрической функщи: это есть 
амебраическое уравненше съ тригонометрическими коэффищентами; 
_р5шая его, получимь х = па: (1 — па). 
г 4. Корень тригонометрическаго уравненя, То значеше неизвьст- 

‚| мазо, которое удовлетворяет» тригонометрическому уравнентю, т.-е. 
| уравниваеть об части его, будемъ называть, какъ и въ алгебр, 


| . . 
| корнем» уравнешя. Такъ, для ур-я зп = 05х уюль 45° есть ко- 


Црень, потому что 5п 45° = с3 45°, и т. п. (См. также $ 6). 


Такое тригонометрическое уравнене, которое не удовлетво- 
ряется никакими углами, будемъ называть невозможнымь**). На- 
прим$ръ: ур4е (515—3). (31°х--4) =0... (а) амебраически 
удовлетворяется при зпх=3 и 5пл= 24, но ни одно изъ 
этихъ значенй не имфеть соотвЪтствующаго себЪ угла; поэтому 
трионометрическое ур-е (а) есть невозможное. 

5. Равносильныя тризонометричесня уравненля. Будемъ 
называть два тригонометрическихь уравненя равносильными, если 
они приводять къ однимъ и тмъ же умламе. — При этомъ амеб- 
раическе корни ихъ могутъ быть и не одинаковы. Такъ ур-я 
$П 4 == 1... (а) и $1? 2 —Ззп2- 2 =0... (5) алгебраически не равно- 
сильны, потому что изъ ур-я (5) получается кромф 5пх==1 еще 
12 =2; но зпх==2 не даеть никакихъ улов»; а потому относи- 
тельно 4 (или относительно возможныль значенй зп 2) ур-я (а) и (5) 
равносильны. 

6. Расширеше понятя объ уравненм. Пусть будеть А= В 


` какое-нибудь уравнеше. Сдфлаль А равнымъ В — это то же, что 


ж 

) Но то же самое соотношене, разсматриваемое относительно зп х 
и 03 $. 0 уравнене (алгебраическое, неопред®ленное). 

) Поняте о мнимой дуг выходить уже за предфлы элементарной 
математики. 
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разность А — В обратить въ нуль; такимъ образомъ соотношене 
А— В можно замфнить соотношенемъ А — В =0. 

_ Нерфдко бываеть, что разность 4 — В, не допуская обрелценая 
въ нуль, тзмь не менфе способна неограниченно приближаться 
къ нулю, имфть его предюломь. Таве случан въ тригонометрии 
встрчаются гораздо чаще, чёмъ въ алгебр, и по многимъ при- 
чинамъ заслуживають разбора; полезно поэтому поня\е уравнен!я 
распространить и на эти случаи: тогда корнемъ ур-я А = В надо 
будеть назвать тотъ предфлъ, къ какому должно стремиться пере- 
мЪнное, чтобы разность А — В имфла предЪломъ нуль. 


5 3 
1) Пусть, напримЪръ, дано: ое а -.. (а). ЗдЪеь 


А— В есть ——_5_›и слБдов. уравнять А и В нельзя; но можно 
2+ 6х 


какь улодно сблизить ихъ: дЪйствительно, пусть напр. 2 стремится 
къ предфлу 90°; тогда 2-- №*х неограниченно возрастаетъ, & 


2 
слЪдов. дробь рита имфеть предфломъ нуль. Въ этомъ смысл 


мы и назовемъ выражеше (а) уравнешемъ и х — 90° его корнемъ. 

2) Еще примръ. Уравнеше с362х==6%82х вь ясном 
смыслЪ слова есть невозможное, такъ какъ 362% по абеолютной 
величин веогла боле с®2х. Но разность 0362 2— 0821, 
равная 452, можеть имфть предъломь нуль: напр. если х неогра- 
ниченно уменьшается; такимъ образомъ мы скажемтъ, что д =0 
есть корень уравненя с3с 25 = 045 22. 

3) Иногда въ одномъ и томь же уравнени встрфчаются оба 


1 251 а 
случая. Пусть, напр., дано ста Те ЗдЪеь А—В 


1—2 51а, Е 
Эта, это выражеше способно и обращаться въ нуль, 
напр. при © = 30°, и имфть нуль только предЪломъ, напр. если [ 
неограниченно приближается къ 270°. 

Замьъчане. Второй смыслъ уравненя вытекаетъ также изъ 
того, что значешя тригонометрическихь функщй для аргумента 
90°. » необходимо вездЪ разематривать какъ предъльныя*). Иначе 


мы будемъ впадать въ противорф4я; напр. выше было замфчено, 


есть 


*) См. 5 26 перваго выпуска, 


2 2 
что орет нельзя обратить въ нуль; но ртр преобразуется 


ВЪ ты Е? полагая здъсь х = 90°, по к 0 
р Е, ты 
2 63° - 31 х 89 2. 09 -- 12 


т.-е. 0; такъ что, если 08 90° —=0 и 51 90° —=1 не разематривать 
какъ предфлы и допустить въ то же время общность формулы 
СЕ т—=—03х:5042, то получимъ противорфче. 

7. Часто даже трудно дать себЪ отчетъ, съ какимъ изъ двухъ 
раземотр$нныхъ случаевъ мы имфемъ дфло. Поэтому, во избЪжаше 
внутреннихъ противорфч, и сл$дуетъ пользоваться только тми 
пр!емами ршеня, которые вфрны въ обоихъ случаяхъ безразлично. 

Начнемъ съ опредфленя. Его можно теперь расширить такъ: 
рьшиить уравнеме А = В значить найти, кавзя значеня должно 
имтть перемьнное или къ какимь предъламь стремиться, чтобы 
разность А — В была равна нулю или имъла нуль предъломь. 

Замфтимъ, что такое опредфлене дфлаеть боле надежной 


`для рьшеня формулу А — В =0; но имъ не исключается и форма 


А = В: она требуеть лишь большей осторожности. 

Оговоримъ еще, что въ послфдующемъ изложен мы будемъ 
выражаться только такъ, какъ если бы шла рЪчь о значеняжь 
неизв$стнаго (напримЪръ: „обратить въ нуль“, „равно оо“ и т, п.); 
но будемъ при этомъ подразумФваль и значеня и предълы. Такъ, 
р$шая уравнене А — В =0, мы будемъ называть первую часть 
равной нулю; но если бы оказалось, что нуль есть только предьль 
ея, го полученные корни будутъ все-таки пригодны: надо только 
понимать ихъ какъ предфлы*). 

Вообще въ корняхъ, получаемыхъ нами, нфкоторые будуть 
значен1ями перем$ннаго, а н$которые, быть можетъ, только. пре- 
дфлами. Можно разобраться въ нихъ; но вообще въ этомъ не бу- 
детъ надобности. 

Мы подробно остановились на этомъь вопросф потому, что 
онъ весьма важенъ для избЪжашя сбивчивости и противор$чй. 


6 +5 @). 


Взявъ разность обфихъ частей, получимь 22— 6—0... (5), откуда < =3. 
Этотъ корень удовлетворяеть.и ур- (а), — но только какъ иредъль не- 


*) Примърз изь амебры. Пусть дано: 22 -+- 25 


ре 1 
извфотнаго, потому что при = равном 3 выражеше 2—9 Теряоть смыслъ, 


Какъ было уже замфчено въ $ 6, принятое нами болве широкое 
поняте объ уравнени есть лишь остественное слфдетые „общало 
принципа“, указаннаго въ $ 26 (перв. вып.). 

8. Какую форму имфетъ окончательное рфшене тригонометри- 
ческаго уравнения. РЬшить тригонометрическое уравнене значить 
опредфлить вс» углы (или дуги), которые ему удовлетворяють 
(въ смыелБ разъясненномъ выше). 

Проспльйший составъ тригонометр. урфя есть тоть, когда 
имфется прямо значене тригонометр. функши неизвфстнаго аргу- 
мента: въ этихъ случаяхъ надо только примфнять $$ 58—59 
(перв. вып.). Пусть напр. дано #5 (8 2- 15°) =1. Сначала, опре- 
ДФлимъ ариументь даннаго тангенса, т.-е. 82-+ 15°; поступая 
по $ 56, найдемъ 8х -- 15° = 45° | 180°. п; отсюда уже находимъ 
2 = 10°-{ 60°. и, гдз п есть произвольное цфлое число. Такимъ 
образомъ получился безконечный ряд» угловъ, удовлетворяющихъ 
данному уравнено; 10° - 60°. ю есть ихъ обиий вид. 

Такъ какъ неизвфстный уголь содержится въ тригонометри- 
ческомъ уравнени не непосредственно, но подъ знакомъ тригоном. 
функщи, то его можно опредфлить не иначе, какъ получивъ сперва, 
изъ даннаго уравненя значеше функии (обновное, элементарное 
ур-1е); и тогда, по $ 56, получимъ не одинъ уголь, а формулу, 
выражающую безконечный рядъ угловъ. Такимъ образомъ можно 
сказать, что ръииить трипонометрическое уравнене значить м 
дълить общий видь ео корней. 

Но если въ простЪйшемъ ур-м вторая часть буквенная, то 
далЪе итти уже нельзя; тогда само это ур-фе и считается оконча- 
тельнымь отвфтомъ. Пусть, напр., дано ур-е а. 315 =6. 51%; 
имфемъ: $12 (азпх — 6) =0; отсюда: 1) зп5=0 и слБдов: 


Ь . 
д = 180°.и и 3) а. зтх—6==0, что даеть вп = ее Такимъ 
образомъ рьшенше придется дать въ сл5дующей форм$: 1) 2 = 180°. п; 
В 
2) па = ы: 
а 


9. Раскрыт!е неопредфленности [или нахожденше истиннаго*) 
: -ы 0 со 
значеня выражени, принявшихъ видь: б’ 0. оо, 2 9 ит. д.]. 


*) Слово „истинный“ злФсь взято въ условном смыслЪ, какъ будетъ 
видно далЪе, 
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Это преобразоване должно быть знакомо учащемуся отчасти уже 
изъ алгебры. Въ тригоном. уравненяхъ оно будетъь встрЪчаться 
очень часто, и теперь своевременно будетъ выяснить его по- 
дробнзе, въ связи съ изложеннымъ въ $$ би 7. Сдзлаемъ это 


на примфрахъ. 


1— шо 

При 1. Въ дроби х=— 8 положимъ & == 45°; 

ВЫХ о 31а — 33а =: . 
2% 


0 
тогда получимъ 2 = 


Если & равно 45°, то числитель и знаменатель равны нулю, 
и потому значене дроби остается произвольным. 

Но совершенно иное будетъ, если мы станемъ разсматривать 
45° не какъ значене а, а какъ предъль значенйЙ: если числитель 
и знаменатель стремятся къ нулю, то это еще не исключаеть 
опредЪленнато предЪла для самой дроби; для его нахожденвя 
неудобна только та форма, которую имфеть дробь. Поэтому пре- 


са — па 
образуемъ ес. Имфемъ 1 — вх = ва’ и и — са 
\ 


1—1“ 1 
то ———^—=——; теперь, если « стремится 


не равно нулю, то —_— а 


1 я. 
къ 45°, то сза приближается къ У а выраженю — и 


слЪфдовательно данная дробь, къ предЪлу — >. Такимъ образомъ 


неопредфленность раскрылась черезъ сокращеше дроби на зп а — са; 2 


но мы не имБли бы права сдЪлать это сокращен, если бы х было 


( 7 „Афелмль Фнамыа ди 
ука й ре чо АН 


равно 45°. 


Полученное значвне дроби, т.е. х=— 2, условились на- 2“ 


зываль также истиннымь значенемь х при а =45°. Если мы 
будемъ разсматривать 2 какъ функц!ю а, то 2 — — 2 при & = 45° 
есть значее функщи, полученное согласно „общему принципу“, 
указанному въ $ 26 (вып. перваго). 

Примтърь 2. Съ указанной точки зря опредЗлимъ теперь 
д = (1— сза) . (1 - 05? а) при «=0. Непосредственная подета- 
новка даеть 2=0. с. Для раскрыпя этой неопредФленности 
имфемъ: (1 —с39) . (1- сх) == (1— 08%) .080*а =(1 —сза) : зп? а== 
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[3 & & & & 
280? : 4810? 5 68° 5 =1:268* 5’ Такимъ образомь х==1:2 035, . 


2 


1 
а это при а =0 даеть х = 5. 


ал» 
оаальье „44 № А 
ами ом 6 


Ал. йе 


© 


о = 


> 


Примтрь 3. Выраженше д = с36 & — с56 5 при х = 360° обра- 
щается въ д = со — с. Преобразуя 2, получимъ: с36 & — 0805 = 


. а & а [3 
(1 : пез) — (1 р вп) = (1-2) : 81 &; но посл$днее вы- 
1—2. (—1 8 

ео или (> что равно со. 


Это и есть истинное значеше взятой разности. 


Замъчаще. Для пояснешя сказаннаго, сравнимъ еше сз & . 42' а 
и 0. 1х при а = 90°. Оба произведен!я при & = 90° принимаютъ 
видЪ 0.2; но между первымь и вторымъ случаемъ есть зу- 
щественная разница: въ первомъ случа нуль есть ирефель мно- 
жимаго, и мы имфемъ неопредъленность, которую можно раскрыть 
(са. шх—=зпа, что при х = 90° даеть единицу); а во второмъ 
случа нуль есть постоянное значене множимаго, которое обращаетъ 
въ нуль и произведене, кавъ бы ни возрасталь {с а. 


ражене при х = 360° даеть 


Н?Ъкоторыя указан1я о пруемахъ рфшеня. 


10. 0 способахь р5шеня вообще. Въ $ 8 было показано, что 
ръшене всякаго тригонометрическаго уравнен!я сводится къ. по- 
лученшю одного или нфеколькихъ основныль уравненйй. При этомъ 
желалельно: 1) чтобы результать достигался скоро и легко и 
2) чтобы полученное основное ур-&е или совокупность таковыхъ 
были равносильны*) первоначальному ур-йо (иначе необходимъ 
разборь корней). Но мы убфдимся впослфдетви, что не всегда 


*) Во время рёшеня, замвняя одно ур-е другимъ, мы или преобразуемъ 
отдьльныл части съ помощью тождествъ, или надъ объими частями ур-я 
производимъ одно и то же дъйстве. Напримфръ: 

1) Ур-е 2512. 32= ва. с 2 можно замфнить ур-емъ зп2х=1, 
пользуясь тождествами 2315. с3 2 = 3122 и №х. се %=1. При такомъ 
переход второе ур-е, очевидно, вседа равносильно первому. 

2) Освобождая уравнен!е отъ знаменателей, мы умножаемъ об% части 
на одно и то же количество. Въ случаяхъ этого рода, возможно, что новое 
ур-1е и не будеть равносильно первому. 


8 
возможно совмоспить эти два требован1я; кром$ того, нарушеше 
равносильности уравневй является въ нзкоторыхъ случаяхъ #е- 
избъжнымз. : 

Такимъ образомъ намъ придется иногда различать прИемы 
удобные практически и пр!емы надежные въ теоретическомъ отно- 
шени 7 

11. Примфры рёшенй тригонометрическихъ уравненй. Разберемъ 
нЪсколько примфровъ для поясневя сказаннаго въ $$ 8 и 10. 

ЗамЪтимъ, что одинъ изъ болБе надежныхъ и вообще удоб- 
ныхъ премовъь рзшеня — это привести уравнеше к одной функии 
и ко одному арументу. Тогда, принявь эту функщю за особое 
неизвфстное, мы получимь алмебраическое ур-е*) и, найдя его 
корни, останется только разобрать, каже изъ нихъ могуть быть 
значешемъ опред$ляемой функции. 

Этоть пр!емъ мы теперь и покажемъ. 

а) Ззпх=2 052. Рищене. Находимь тождественно**) 
26322 =2(1 — 8122) =2—251*2; слфдовательно будемъ имфть 


Зтл=2— 230% или чи +10. 


Полагая теперь зпх==и, получимъ алгебраическое ур-е 


3 8 9 Зе в 
2 9 СЕ ЕЕ а ПЕ 320 
Г) аи 1=0, откуда и= = те+1= 11 5; 


Изъ полученныхь корней квадралнаго уравнешя —2 не мо- 
жетъ быть значешемъ синуса, такъ какъ по абсолютной величин 
превышаеть единицу. 

1 
Такимъ образомъ 312=5. 
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Отсюда, по $56, х, = 80° -360°. * 


и а, = 150° + 360°. ® или, записывая сокращенно, 
д = 30° + 360°. ю; 150° + 360°. ж. 

_6) ш:=3 02. Рющеше. Замфняя вх черезъ 1: 465 и 
освобождаясь залЪмъ оть знаменателя, найдемъ 12° х=3, откуда 
22—13. Оба значешя для #2 пригодны**), и мы получимъ 

д = + 60° + 180°. п. 


*) Алгебрайческе случаи яснфе съ виду, прозрачн®е: въ нихъ, какъ 
убЪдимоя, нётъ тВхъ неявностей и не требуется такая осторожность, какъ 
въ тригонометрическихъ. 

*) Т.-е. примВняя тождество, 

**) Для тангенса пригодно вообще всякое дфйствительное значене, 


#2. 
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©) ит = —пл. Рюшене. Данное ур-4е можно замфнить 


632 
черезъ, „, = —3п 2. Отсюда: с8 х== —80? 5; 685 ==09#—1; 


о гы. 1 1 1 2 
63° — 8%—1=0; ватт или 08, =5 (1-5) 


1 = 1 = : 
и 89, = 5 (1 —(5) = — ь (И5—1). Первое значеше для ко- 


синуса невозможно, такъ вакъ оно болЪе единицы; абсолютная 
величина второго значешя менфе единицы, и потому око 


1 > 
пригодно. — Итакъ 8х = — 5 (И5— 1) =— 251 18°, — откуда 
2 —= = 128° 10’23” -{ 360°. т. 

@) 231" — 3 08° 2 =551263. Рюшенае. РаздЪлимъ обЪ части 
ур-фя на е5*х и примнимь тождество ре —482*); получимъ 
послЗдовательно: 

5 8 
2422—3542; 81а — ща —0; ва=3, —5 
д = 11° 33' 54" + 180°.п; — 26° 33/54" - 180°. ю. 

е) Ззпх- 4 сз1=5. Рошен. Воспользуемся т$мъ, что 81 2 
и 52 выражаются ращонально черезъ 5 примфняя $ 71 (выи. 
перв.), будемъ имЪть 

6%” 4 (1 — #3) 
2 2 
Е ее а 5. 
1 ме 2 
+ 5 1% 5 
Освобождаясь отъ знаменателя и приводя новое ур-е къ нулю, 


{ 2 
получимь 94? 5— 65 —1=0 или (8 #5 — 1) —0, откуда 


я 1 
85 =; далфе найдемъ 5= 18° 26/6” -+ 180°. ® и слБловал, 
2 = 36° 52/12" + 360°. и. | | 


*) Мы переходимъ на функщю, какой ни» въ данномъ уравнении, 
потому что переходъ на зп или сз привелъ бы къ уравненйо иррашональ- 
ному, что было бы неудобно. 


х 
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Рава. зп 2х =1. Рьшене. ИмВемътождество: сх. 512% == 
632 
-_ ‘2812682 = 2 03*2; такимъ образомь 263% =1 откуда 
па. } : : 


1 а 
8 2 = ==. Положительное значен!е сз даетьд = + 45°4-360°. п, 


а при отрицательномъ нолучимъь 2 = Е 135°-| 360°. ж. 
Итакь 2 = - 45° + 360°. и; - 135° + 360°. п. 
Замичаще. Полученныя четыре прогресаи можно соединить въ одну; 


а именно, замфтимъ, что 
дуги ряда 45° -- 360°. п оканчиваются въ серединв 1 четверти. 


‚5 „ — 4594 360°. п у ны и 
‚’ › 1359 4 360°. п в ь » шоь 
з г — 135° == 360°. й » » ” Ш ” 


Отсюда, видно, Что всъ эти дуги можно выразить одной формулой: 
2 —= 45° -| 90°. тт. 

9) зп 2х = 30? 2 — 08° х. ‹ Рищене. На основанш тождества 
304—632 == —0524 данное ур-е замфнитсятакимъ: 312 == — 32. 
Для здфеь обЪ части на 52, получимъ 1#24= —1, откуда 
25 = —45°- 180°. п и слЪдов. х = —22° 30/-+ 90°, п, 


й) ез(1в0° +) . вв(2то° +3) = 1. Рьшене. Имъемъ тож- 


дественно: с5 (1 80° +3) == —035 и 8 (ето +3) = виз. Поэтому 
: 2 д 1 
данное ур-е замнится такимъ: — 6$ 3’ з=4; Умножая объ 


3 
2) р 
5п = = отсюда = — —30°-+ 360°. #; —150°-{- 360°. ю и 
сл$дов. х = — 45° + 540°. п; —225° +- 540°, п, 


4 НЯ бя 
части на —2 и зная, что 2653 ааа. 5} получимъ 


Что касается вопроса о равносильности уравнен!й въ приве- 
ленныхъ примфрахъ, то мы возвратимся къ нему впослфдотви, 
когда учащйся получить средства для его р%шеня, а пока 
ограничимся утверждешемъ, что равносильность везд№ соблюдена. 

12. Примфры потери корней и полученя постороннихъ. Цфль 
этихъ примфровъ — пока только обратить вниман!ю учащагося на, 
ту осторожность, какой требуеть рьшеше уравнен!Й; теоротиче» 


‘ск же разборъ ихъ будотъ данъ впослфдетвум, 


и 


ел Примпрь 1. 2312 — 3084 = 3. Ришене. Поступая тажь же, 


какъ въ $ 11 е, получимъ 


по освобожден отъ знаменателя будемъ имфть 4 $2 ре - 3" — 
2 __8 
в 
неполное: такъ, напримфръ, первоначальное ур-е удовлетворяется 
при 2 = 180°*), а между тЁмъ этого угла нельзя получить изъ 
окончательнаго ур-]я; такимъ образомъ оно не равносильно перво- 
начальному: причиною ‘служить освобождене отъ знаменателя **). 


=8-3 #5 или 4 5 = 6, откуда . Но это р$шеше 


Примтрь 2. Уравнене предыдущаго прим$ра р$шимъ иначе. 
ИмъЪемъ послфдовалельно: 2 31% — 3 63 д — 3; 2512=3(1 - 052); 


КЯ НЯ НЯ . 
2.2515 085 =3. 28° 5 .. (а). Въ этомъ ур-м можно обЪ части 


1 


а | 
раздфлить на 2; но дфля на сз 5? Мы потеряемъ часть корней; 


Ия 


дЪйствительно\ сравнимъ ур-+е (а) съ ур-емъ 4 зп 5 =6 68 .«* (6): 


вс корни ур-я 85 — 0 удовлетворяютъ ур-йо (а), такъ какъ при- 


водять къ равенству 2.2. (=1).0=3.2. 0° или 0 =0, но не 
удовлетворяютъ ур-ю (Ъ), такъ какъ дають 4. (=1=6. 0**). 


Примтърь 3. Возьмемъ ур-е $ 11еи р»шимъ его приведе- 
немъ къ одной изъ функшй, содержащихся в5 немь, напр. къ п х. 
ИмЪемъ 3зп2--463&=5... (а); отсюда 4655=5-—З зп... (5); 
возводимъ обф части въ квадратъ: 1668*%—25 —30512-- 9812; 
прим$няя тождество с5?х —1 — $0? 2, получимъ 16 (1 — 312) = 


*) 251 180 —308180°--5,0—3, 1 =3. 

*) Впослдотви будетъ показано, что при освобождении ур-1я отъ зна- 
меналелей (вообще, при умножен:и обЪихъ частей на. одно и то же коли- 
чество) возможны всЪ три случая: равносильность, потеря корней и полу- 
чеНе лишнихъ. 

**) Впослёдотви будеть показано, что при дёлени объихъ частей ур-1я 
на одно и то же количество возможны также всф три случая въ корняхъ, 
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25 —30512- 9312; отсюда 2531 х—ЗОти- 9 =0 или 
(5512 — 3)? =0, а слБдов. па (9). 


Покажемъ, что ур-я (с) и (а) не равносильны. Дфйствительно, 
углы 2, удовлетворяющее ур-1ю (с), оканчиваются или въ Г четверти, 


или во П; въ первомъ случа мы получимъ ва и ур-е (а) 


будеть удовлетворено, & второй случай дастъ с5х = — что для 


ур-я (а) непригодно. Такимъ образомъ нфкоторые изъ полученныхъ 
нами корней будуть лииине: причиною послужило возвышен!е 
въ кзадратъ ур-я (Ъ)*). 

13. Переходь нь вопросу о равносильности уравнений. 
Въ трионометрическихь уравненяхъ, согласно $ 7, слВдуеть по 
возможности держальея формы = 0, какъ болЪе соотвфтствующей 
обобщенному смыслу уравненя. Такимъ образомъ, если уравнене 
дано въ форм$ А = В, то для р-шешя надо сперва перенести 
всф члены въ одну часть**) и затфмъ, упростивъ полученное вы- 
ражене, опредфлить способы, какими можно его обратить въ нуль. 

Но этоть премъ, будучи естественнымъ и самымъ надеж- 
нымъ, не всегда удобенъ и кратокъ; поэтому кромЪ него мы раз- 
смотримъ и т$ премы, гдф пользуются формой А = В. 

По поводу этой формы замфтимъ сейчасъ же, что изъ опре- 
дфлен1я, даннаго въ $ 7, непосредственно слФдуеть равносильность 
уравненй: 

А=В, А-С=В-+О и А С=В-— 0; 
дЪйствительно, въ каждомъ изъ этихъ уравнен!Й разность обЪихъ 
частей есть А — В, какой бы ни былъ составъ (С. 

Въ уравненяхъ вида М = 0 особаго вниман!я заслуживають 
случаи, когда первая часть есть произведене или дробь. Съ нихъ 
мы и начнемъ налиъ разборъ. 


*) Посторонне корни принадлежать ур-ю 3Зз12—4052=5 (въ 
уравнени, которое возвышалось въ квадрать, мёняемъ знакъ одной части). 

Впослдств!и будетъ показано, что при возвышении уравненя въ сте- 
пень возможны также вс три случая въ корняхъ. 

**) Или, какъ говорятъ, привести уравнеше къ нулю. 
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Обращеше въ нуль произведеня. 


14. Общее замфчане. Произведене можеть обратиться*) въ 
нуль не иначе, какъ если одинъ или н$еколько множителей будуть 
равны нулю; такимъь образомъ это услове необходимое. Но оно 
не достаточно, т.-е. возможны случаи, что удовлетворивъ ему, мы 
получимъ произведен!е все-таки не равное нулю; а именно: обрашая 
какой либо множитель въ нуль, надо слфдить, не обращается ли 
при этомъ произведен!е остальныхъ въ со**), и если это проиехо- 
дить, то изслЬдовать полученную неопредфленность (вида: 0. со); 
но здфсь и можеть оказаться, что ироизведене не равно нулю. 

Такимь образомъ, если урЯе М = 0 р$шаемъ съ помощью 
разложеня М на множители, то необходимо испытывать полу- 
чаемые корни. 

Слёдующими примфрами поясняются подробности вопроса. 


15. Примфры. Случай двужь множителей. 

1. 0е2х. ша = 0..7 (а). Рюшене. 1) Полагая 425 =0... (В), 
найдемъь: 2х = 90° -+ 180°. и, х= 45° - 90°. п. Подставляемъ 
найденные корни во 2-Й множитель: {5 (45° 90°.) не =о***); 
слЪдов. въ произведении получимъ 0, и х= 45°-{ 90°. удовлетво- 
ряетъ не только ур-по (5), но и ур-о (а). 2) Полагаемъ 4 х=0... (6), 
откуда 2 = 180°, и. Подставляя. въ произведеше, получимъ: 
с4с (360°. п) . 45 (180°. я) = .0. Чтобы раскрыть эту неопред$- 
ленность, преобразуемъ произведене се2х.%х; имфемъ тож- 
1—2. _1— м, 


а. 


1 
дественно: с 2х. 8 л2= тр , 42% —= 


ЦЮ 


о Такимъ образомъ, обращая 2х въ 


1 
равно 5° 


: 1 
нуль, мы обралимъ произведене 422.182 не въ нуль, & въ ;. 


Итакъ, вс корни ур-йя (а) содержатся въ формул 2 =45°-{ 90°. я. 


*) Напоминаемъ сказанное въ $ 7 относительно 060р0710в% тьчи. 
**) Въ послфдующемъ намъ нфтъ надобности различаль -+ со и — со; 
поэтому будемъ писать просто: со. 
***) Концами дугъ 45° -| 90°. 2 служать середины четвертей. 


Н. Рыбкинз. Прямолинейная тригонометрИя, П. 2 
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и Изьъ предыдущаго видно, что ур-е (а) можно замфнить 
" НЯ 
ур- ень 1—1 = == 0... (4); отсюда вх === 1 и слдов. 2 == = 45°-+- 1809, %. 
Такимъ прива мы получили то же самое рёшене въ иной форме *). 


|. 30° 22.512—0...(а). Ришене. 1) Предположене 686 22==0 
невозможно по свойству. косеканса. 2) Полагаемъ зп & = 0; отсюда 
` &=180°. п. Подставляемъ въ произведен: сз? (360°. п). зп (180°.я) 
— 2.0. Для раскрытя этой неопредЪленности имфемъ: 
1 


1 
Е И ое о И 
4 51? #6524 481%. 65? 2;? 


$125 


1 
АЯ что равно оо. 
Такимъ образомъ произведене обращается не въ 0, авъ со. 

Изъ 1) и 2) вмБетБ видно, что ур-е (а) есть невозможное. 


подставляя сюда х=180°. и, получимъ 


Ш. 85 + 032) ==0...(а). Рищенше. 1) в5=0. вов 


бя 
5 = 180°. п, х=360°. п. Такъ какъ 1-Р 08% не способно обра- 


ТиТЬСя ВЪ со, то окончательно получимъ 0. 2)1- с32=0... (6); 
681 —=—1; 4 =180°-{ 360°. и. Подставляя въ произведеше, по- 


лучимъ со. 0. Раскрываемь неопредфленнойть: 5 (1-+ сз 2) = 


И д д х 
ЕЕ 5: : 55 .2 68° 5 = пу .2 685 ==$10 2; подстановка х = 180°-- 


= 360°. » даеть зп (180°- 360°. п) ==0. Такимъ образомъ здЪеь 
с2.0 разрЪшается въ 0, и корни ур-я (6) пригодны и для (а). 

Итакъ, ур-е (а) равносильно совокупности ур-йй (5) и (©); такъ 
что окончательно будемъ имфть х = 360°. и; 180°-+ 360°.% или, 
короче, х== 180°. т. 

Замтчае. Решене 2 = 180°. т получается сразу, если мы ур-е (а) 
замфнимъ черезъь зпх=0. Этоть случай показываеть, между ЗрОЧЕИ, 
выгоду удачно направленныхъ я/едваризпельныхь преобразований. 

1\. 4х. 13 5==0... (а). Рьшене. 1) бвх=0...(); 
д =90°-| 180°. я. Такъ какъ зп3х не можеть обратиться въ со, 
то въ произведении получимъ 0. 2)5132=0... (в); 3х = 180°. и, 
д = 60°. п. Что касается произведешя, то замфтимъ, что с&ё (60°. я) 


*) Обь этомъ см. также въ „Прибавленяхъ“. 
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при некоторыль ® обрацается въоо, а именно, если и есть число 
кратное трехъ*). Полагая п=3^, получимь 0% (60°. 3) = 
— ср (180°. к) =, & слФдов. въ произведеши получимъ со. 0. 


652 
Раскрываемъ неопредфленность: 052.513 2 = (3312—48032) == 


— 180° 6 

— 032 (3 —480° 2); подставляя сюда 1 = 180 .к, получимъ либо. 
1.3, либо (—1).3. Такимъ образомъ изъ корней ур-йя (с) удо- 
влетворяють ур-шю (а) только тф, которые получаются при ® не 
дфлящемся на 3; общ видъ такихъ чисель есть 3к Е 1**); 
слЪдов. ур4е (с) даеть для ур-я (а) только слВдующе корни: 
д == 60° (3 к = 1). 

Итакъ, окончательно, полное рёшене ур-я (а) есть 

д == 90°-+ 180°. п; 60° (3« = 1). 

`°Вьъ этомъ примфрЪ мы имфемъ, что ур-По (а) удовлетворяють 
веъ корни ур-4я (5) и нюкоторые изъ корней урЯя (©). 

У. Въ предыдущемь прим$рф преобразоване первой части 
привело къ ур-ю с32 (3 — 4 812) =0. ЗдЪеь 0б& множителя не 
обралимы вЪ со, поэтому разбора корней не придется дФлалъ. 
Получимъ: 1) ввх=0; х=90°- 180°.». 2) 3— 4 81? 2 =0; 


пе И, д == = 60°- 360°. п; =120°-[ 360°. и. 


Итакъ, окончательно, 
д = 90°- 180°. в; 60° 360°. и; =120°- 360°. 
16. Случай, нозда произведенде содержить болтъе двужь 
множителей, Къ сказанному выше добавимъ только слфдующее: 
если множителей боле двухъ, то получаемые корни надо под- 
ставлять не только въ тв множители, которые обралимы въ оо, 
но и вь т, которые способны обратиться въ 0***); пропускъ такой 

подстановки можеть повести къ ошибкЪ. Приводимъ примЪръ. 


% ***). 


*) О случаяхъ этого рода см. также въ „Прибавлешяхъ“. 
**) Лля наглядности приводимъ примЪръ: 


Г + | + 
- в ы ео юз 
С: [-- 65 © 55 
540 В 6 7 8 9: 10 | №. 


***) О сравнен!и этого отв$та съ полученнымъ въ прим. [У см. въ 


„Прибавлешяхъ“. 
*+**) Не считая, конечно, того множителя, съ помощью котораго 


получены самые корни. 
9* 


а 
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Пусть дано ур4е за 3х. 0824. в1=0... (а); и требуется 
испытать корни урёя #х=0, т.-е. углы х== 180°, п. 

Сдфлаемъ подстановку кром$ 6х еще только туда, гдф воз- 
можны безконечныя значен!я, т.-е. въ 622. По $ 15 прим. 1 2) 
получимъ: с (360°.) . {6 (180°. и) = со. 0 = 5; слЪдоват. корень 
2 -—180°.» по этой повфркф не удовлетворяеть уравнен!ю (а). 


Но сдфлаемъ помиую подотановку: зп (540°.) . с (360°.) . 12 (180°.я) 
*) 


2 = 180°. ® пригоденъ для ур-я (а), и, не принявь во внимаше 
зп32, мы сдфлали бы ошибку. 

Вообще, для способа произведеня можно дать елЗдующее 
практическое указаше: 1) опускаемь тЪ множители, которые не 
способны ни къ 0, ни къ со; 2) послё этого каждый разъ**) 
дфлаемъ сплошную подстановку. 


Обращеше въ нуль дроби. 


17. Общее заифчане. Чтобы дробь обратилась въ нуль, не- 
обходимо: или а) числителя обратить въ нуль, или Ъ) знаменателя 
обратить въ со. Но этого не достаточно: а) если вмфстВ съ чис- 
лителемъ обратится въ нуль и знаменатель, то, раскрывая неопре- 


0 
дфленность б 


вмфотВ съ знаменателемъ обратится вЪ со и числитель, то неопре- 


‚ мы для дроби не всегда получимъ нуль; №) если 


со , 
дЪленность > Также не всегда разрЪшаетея въ нуль. 
Отсюда слфдуетъ, что получаемые корни требуютъ исиытаня 
(подстановкой въ числителя и знаменателя). 
Чилгебраичеснй случай. Если числитель и знаменатель суть 
относительно неизвфстнаго выражея уълыя и рашоналеныя, то 


*) 540°. п = 180°. Зи, 
**) Т.-е, при каждомъ испытани корней. 


1 
—=0.с<.0==0 . 0. Такимъ образомъ, на самомъ дЪлЬ, корень’ 
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обращене въ нуль числителя приводить къ цфли, когда дробь не 
сократима*), а въ обращене въ оо знаменателя, — когда степень 
знаменателя**) выше степени числителя. 


2х у ; 
= —=0...(а). Рюшене. 1) Полагаемъ 
18. Примфры. 1. тт (а) 


%2=0... (5); тогда 2 = 180°. п. Подетавляя въ дробь, получимъ: 


= 8 (360°.к) и —0; Ъ) если я=2к-Е1, 

а) если и =2к ), то 138605.) 1-1 0; ) 

о Ра ни Для раскрытИя этой неопре- 

1+ сз (3605. «+ 180°) 1—1 0 

дьленности имфемъ: р 
_ 82 _ Е (сапа В дез) . 86% = 85 ‚ 365; 
1+ 6031 1-5632 22 2 : 

а это при #=180°(2«--1) даеть 4590°(2«--1).56180 (2«+И= 
42 90°. 36 180°= со. -——1. Тажимъ образомъ изъ корней уравневя (Ъ) 


` удовлетворяють ур-ю (а) только х = 180°. 2к = 360°. к. 


2) Знаменалель не доставить новыхъ корней, такъ какъ 
1-+ сх нельзя обратить въ оо. Е 

Итакъ, корни ур4я (а) суть д ==360°. х. 

И. а Рюшене. 1)1—082х==0; 21=360°.п, 


$125 р 

1 — 03 (360°. и) _ 0. : а 

д = 180°. и. Подетановка: — вп (860°. я) —0 Раскрыте не 

1— 0324 и о в 
опредЪленности: = 4ех; 46 (180°. п) 


Такимъ образомъ корень 5 = 180°.`» удовлетворяетъ ур-ю (а). 
2) Знаменатель не обращается въ со. 
`Итакъ, корни ур-4я (а) выражаются формулой 2 = 180°. *. 
И. 0, .(а). Рьшене. 1) Числитель не обра- 
2-0 х 
щается въ нуль. 2) Полатаемъ 2 - 05 х = со; для этого должно 
быть 0451 = со, откуда д = 180°. и. Такъ какъ 2 32 не мо- 
жетъ быть равно со, то дробь обратится въ 0. : 
Итакъ, корни ур-я (а) суть 2 = 180°. п. 


*) На дфлитель, содержащий неизвфотное. 
**) Относительно неизв$стнаго. ь 
***) Мы подраздьляемь изслфдоваше, потому что знакъ 65 (180°. 2) 
зависить отъ четности или нечетности ® [сз (180°. ®) = (—1)"]. 
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4щ” у) 


№. РЬшимъ изъ $ 12 прим. 1 ур-е — 8, 
1-45 1-5 

Полагая, для краткости, ви и приводя уравнеше къ нулю, 

получимъ А Ва —0 или — =0...(8). 


1) Полагаемъ 4и —6=0... (5), откуда и = 5 знаменатель 


г . 3 
при этомъ не равенъ 0; слБдов. и — 5 удовлетворяеть и ур-1ю (а). 
2) Полагаемъ 1 -{ и? = с, откуда и = со; числитель при 
этомъ обращается также въ со, и для дроби получимъ о 
ь со 
Чтобы раскрыть неопред$ленность, раздВлимъ числителя и знамена- 


) 4и— 6 4 6 
теля на 4? = л 
и“; получимъ. > = ( ) о (= 1); при и = со 


Та? и 12 


будемъ имфть 


ог что равно нулю 0; тажимъ образомъ # == со 


удовлетворяеть ур-по (а). 


Итакъ, данное ур-{еравносильно совокупностидвухъ сл5дующихъ: 


и и =. Изъ нихъ пол и ° 18’ 36” 
2=5 2 учимъ 5=56 18’ 36” -- 180°. ® 


т 
в = 90°--180°. ю; слдов. х=1 12°37/12”-{-360°. п; 180°+360°. ж. 


У 68622 _ 0 : 
"2 —0... (а). Рюшеше. 1) Предположене 0862 =0 
невозможно. 2) Полагаемъ 46 = со, откуда 2 — 90° 180°. и; при 
86 (180° + 360°. и) _ со 
16 (90° 180°. ,) — <>’ Рабкры- 
м2 1 
92 22. ща 2 


этомъ для дроби получимъ 


ваемъ неопредЪленность: › что при 


=: 90°-{ 180°. ю обращается въ >. 
Такимъ образомъ ур-е (а) вовсе ‘не имЪфеть корней. 


Я 19. Болфе сложныхь случаевь не будемъ разсматривать. 
амъвтимъ только, что получаемые корни слфдуеть подставлять 
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въ данной дроби во вс» множители числителя и знаменателя 
кром$ тЬхъ, которые не способны обратиться ни ВЪ 0, ни ВЪ © 
(ср. правило въ $ 16). 


ры и 


Умножене обфихъ частей уравненя. 


20. Общее замфчаше. Требуется сравнить уравненйя: 
А—=ВилА.0-= В. 0. — ЗамВняя ихъ черезь А — В=0...(а) 
и (4А—В).С=0... (®), будемъ имфть по 58 14—16: 

1. Если О не обратимо ни въ 0, ни вЪ со, 10 ур-йя (5) и (а) 
равносильны. 

2. Если С обратимо въ 0, то можеть случиться, что въ ур-м 
(Б) есть корни, не удовлетворяющие (а); они будуть внесены урав- 


нешемь С=0. 
3. Если С обратимо въ со, то можеть случиться, что въ 


ур-м (а) есть корни, не удовлетворяющие (5); такими будуть тъ, 
которые дфлаютъ а — < при чемъ (А— В). (= о. не разр- 
шается въ 0. о. 

Итакъ, умножене обфихъ частей `можеть дать посторонне 
корни и погасить всз или нфкоторые изъ существующихъ. 

Замфтимъ, что въ корняхъ, полученныхъ послЬ умноженйя 
обфихъ частей, требуютъ разбора только т, которые обращають 
множитель О въ нуль; потерянные корни слБдуетъ искать въ 
уравнени С = со*). 

Пояснимь все сказанное примфрами. 

21. Примфры. |. 22= 0452... (&). Рошен. Умножая объ 
части на №5 и примфняя формулу ва. ва=1, получимъ 
492 д=1...(6), откуда: 46 х = 1, = Е 45° 180°. п. Про- 
вфримъ это ршене — въ виду того, что О = епособно обра- 
титься и въ Обивь ©. 1) Такъ какъ корни урЧя (6) не дф- 


*) Съ помощью С =0 мы отбираемъ сомни- д == В 
тельные корни (для повфрочной подстановки въ г \ 
ур4е А = В). С =со(=0 

Весь же процессъ подстановокъ схематически 7 
можно представить такъ; 4.0=8В.0 
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лаоть С=0, то постороннихъ корней нЪтъ; 2) нёть также и 
потери корней, потому что при С== со ур-+е (а) не Удовлетво- 
ряется. Итакъ, ур-я (Ъ) и (а) равносильны, и слЪдовательно корни 
уравненйя (а) суть х = Е 45°-{ 180°. м. 

|. с32=0...(&). Рюшене. Умножая обЪ части на 931 *), 
получимъ 25104682 =0 или зп 24 =0... (5), откуда 2 4== 180°. ж 


и слЬдов. х == 90°. и. Разберемъ полученные корни. 1) Такъ какъ . 


С — 2 зп не обратимо въ со, то потери корней н$тъ. 2) Подставляя 
д =90°. ю вь О=2 511, при четныхь п получимъ 0, сл$дов. эти 
корни будутъ сомнительные; подставляя теперь 2= 90°, 2*=—180°. к 
въ ур-е (а), будемъ имфть въ первой части сз (180°. к) или (—1)*; 
такимъ образомъ йспытуемые корни оказались посторонними. Итакьъ, 
корни ур-я (а) выр тся формулой х = 90°(2 к -+ 1). 

И. 045 5 = с? 5... (а). Рющшеще. Умножая об% части на 2х 
и примфняя формулу 46а. св а=1, получимь 62=1.., ($), 
откуда 2 —= 45°-{ 180°. ®. Сдфлаемъ повфрку. 1) Полученные корни 
не обращають 12° х въ 0, поэтому они не посторонне. 2) Полагая 
12? = со, найдемъ х = 90°-+ 180°. ®; подстановка, въ ур-е (а) 
даеть 0—0; такимъ образомъ оказалась потеря корней. 

Итакъ, правильный отвфть есть: 2=45°-| 180°.ю; 90° 180. 


22. Освобождене уравненя отьъ знаменателей. Положимъ, что 
общий знаменатель**) есть Си по освобождеши отъ него получи- 
л0сь А = В. Такъ какъ первоначальное уравнене равносильно 


и то вопросъ сводится къ сравнен! ша В А=В 
9 — д’ р ь А Ен 
_ ИЛИ В 0...) и А—В-=0...(Ъ). 


Уравнене (5) получено изъ ур-я (а) чрезъ умножеше на С; 
поэтому сюда можно отнести все сказанное въ $ 20. Но будеть 
нагляднфе примфнить $ 17 и разсуждать такъ: опуская въ дроби 
знаменатель, мы 

1) можемь лишиться способа обратить дробь въ 0 (если С 
обратимо въ ‘со); , 


*) Такое рёшеше взято, конечно, только для поясненя теори, а не 
какъ болфе естественное. Какь практический премъ, умноженше обфихъ 
частей примЪняется преимущественно при освобождени отъ знаменалелей, 
но объ этомъ будеть сказано особо (въ 5 22). 

**) Вь ариеметическомъ смысл слова. 


21 


2) можемь получить корни непригодные для дроби, & именно 
0 : 
т, которые дають неопредЪленность д’ не разрзшающуюся въ 0. 


(это можеть случиться, когда С обратимо въ 0); 
3) получимь уравнеше равносильное первоначальному, если 


С не обратимо ни въ 0, ни въ со*). 
: 8 
Примфры. |. Въ $ 116 ур4е #х= т. . (а) было замфнено 


ур-емъ 45° х=3...(0). Сравнимъ ихъ: въ настоящемъ случа 
(С есть в; в = -Е ИЗ не дЬлаеть С = 0, сл6дов. посгороннихъ 
корней нфть; 2) (== со(т.-е. 45 д = со) не удовлетворяеть ур-!ю (а), 
сл$дов. нЪть и потери корней. Итакъ ур-1я (а) и (Ъ) равиосильчы. 
Подобнымъ же образомъь доказывается равносильность уравненй 


— =—504 и 681=— 30? вь $ 116**). 
Для & Пе замфтимъ слфдующее: 1) корень уравненя (5) не 


удовлетворяеть ур-№ю 1 - 4? 5 —0, сл$дов. постороннихь корней 


нЪть; 2) корень ур-4я 1-+ 16? 5 = со не удовлетворяеть ур-1о (а) ***), 


слЪдовательно н$ть и потери корней. 
|. Прим5ръ потери корней при освобождении оть знаменателя 
мы имфли въ 8 12 прим. 1; правильное р$фшезе было указано 


въ $ 18 Ш. 


: 31 2-- 2055 
Возьмемь еще ур-е. зп 5 = — 


1 0х 
отъ знаменателя, получимъ 51 1 -+ с$ 5 = зп х-- 208 < или 68 д =0, 
откуда х = 90°- 180°. и. Изел$дуемъ р5шене. 1) Полученный 
корень не обращаеть 1-- сел въ 0, слБдов. онъ не постороннйй. 


...(а). Освобождаясь 


*) Считаемъ нелишнимь отм$тить, что условя относительно С въ 1) 
и 2) суть необходимыя, но еще не достаточныя. 
.*) Замфтимъ, что вопросъ о постороннихъ корняхъ можно ршаль 
и заранпе, напр. въ настоящемъ случаВ: такъ какъ допущене С=0 
(т.е. зп 2=0) не удовлетворяеть данному ур-ю, ‘то постороннихъ корней 
не получимъ. } 
Такое разсуждене наглядно оправдывается схемой подстановокз, 
еденной въ $ 20. 
пре } Я : ыы ВА 
**) Подстановка 85 =о въ ур-1е (а) даеть —`—— т 


неопредфленность раскрывается какъ показано въ $ 18 ПУ. 
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2) Полагая 1-06 х=, найдемь х= 180°. и; подстановка 


въ урЗе (а) даеть бы ЕСО или 0—0; такимъ образомъ 


оказалея потерянный корень. 
Итакъ, правильное рфшене ур-я (а) ееть: 


д = 90°-{ 180°. ю; 180°.ю или, короче, х = 90°. т. 
—_— 


Ш. —— =——...(а). Рющенме. Освобождаясь отъ знаме- 


нателей, получимъ зп 22. 032 =0825.312, откуда 
3122. 05 х-— 822.511 =0 или зп (22—42) =0, 
что даеть 2 = 180°. м. 

Въ настоящемъ случав С ==314.с35; 1)это выражеше не 
обратимо ВЪ со, слфдов. потери корней нфтъ: 2) #==180°. и 
обращаеть СО въ 0, ‘поэтому требуетъь испытаня. Подставляя въ 
уравненйе (а), получимъ: НЫ А 

: ° 81 (180°. п) 0$ (180°. и) 0 (—1)” 
я $0245 _ 2314655 _ 
Е". НО” 


раскроемъ неопред$ленность ВЪ первой части: 


— 2032, поэтому первая часть равна 2 с$ (180°. и) =2. а. и 
ур-1е (а) не удовлетворится. 

Такимъ образомъ всё полученные корни суть посторонн!е*), 
а такъ какъ потери корней не было, то ур-4е (а) вовсе не имЪетъ 
корней**). 


81 5 1 Е р 
У. Пека - а “ 2...(а). Ришене. Находимъ посл$дова- 
п< 
тельно: ра 2; зп и-озх-- 05 2=231х-- 2514655; 


1-82 эх 
1- с32=251х.(1- 082); (11-082). (1 —2812) =0. Это ур4е 
удовлетворяется при 1 -- с55 =0...(Ъ) ипри1 —2315=0... (6); 
изъ (Б) получимъь д = 180 - 360°. п, а изъ (6): х = 30° + 360°. и; 
150°-{ 360°. ж. 
Въ настоящемъ случа С’ есть (1- 032) зпх. 1) Это выра- 
жене не обралимо въ со, слдов. потери корней нфть. 2) Изъ 


: $122 
*) Они не получились бы, если бы мы нача и съ сокращен!я дроби а“ 


**) Рёшая ур-е (а) сиособомь дроби, получимъ: 


п? 2 в (2х —х 1 
ОИ НН Я, —— = 0 или 562 ==0, что невозможно. 
50% 632 зп ж, 92 са 
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полученныхь корней х = 180° - 360°.ю обращаетъ С въ нуль и 
потому требуеть испытан1я. 


г От 
Подстановка его въ ур-1е (а) даетъ Е 2; чтобы раскрыть 
8% 1 1 3х 


эту неопред$ленность, замЪтимъ, что Е ТВ Иез 


и Ее 6 1 1 
— ие; ПОдбтавляя 2 = 180°-{- 360°. ю въ 12’ ПОЛУЧИМ Г или со. 


Такимъ образомъ испытуемый корень оказался постороннимъ. 

Итакъ, корни даннаго уравненмя суть х==80° -{ 360°. м; 
150° - 360°. ж*). 

1 - 

У. р 645 1...(а). Рюшене. Освобождаясь отъ знаменателя, 
получимъ 1 =0$х, откуда л = 360°. п. Въ этой задач О’ есть зп х. 
1) Это выражеше не обратимо въ со, поэтому потери корней нЪфтъ. 
2) += 360°. и обращаетъ С’ въ нуль, поэтому требуеть испытанйя; 


. 1 
подставляя въ данное ур-е, получимъ Ь-® ИЛИ © == 00, что 


въ свою очередь требуеть разбора: дЪйствительно, полученное 
показываеть только, что если х стремится къ предфлу 360°. п, 
то об части уравненя (а) неограниченно возрастаютъ, но отсюда 
еще не видно, стремятся ли онф -къ равенству между собой; со- 
ставимъ поэтому разность обфихъ частей, т.-е. уре (а) замфнимъ 


1 — 3х 
== 0. Подставляя въ первую 


1 
такимъ: — —0%1==0 или 
81% 


0 2 
часть х = 360°.и, получимъ б; Аля раскрытя неопред$ленности 


замЪтимъ, что . = 5 а 18 (180°. ») =0. Такимъ обра- 


зомъ сомнительный корень здфеь оказалея пригоднымъ. 


$1? 2 1 чи 
У. а" (а). Ришене. Такъ какъ здЪеь С, рав- 


*) Приводимъ для сравнен!я другой способъ. Имфемъ послфдовалельно: 
пя д 3 50. (1 - 32) (1 —2512) _(. 1—2 31 | 
1+ 32 ‘’зжх А (1 са) ва и =: 
Для послёдняго ур-я по $ 17 находимъ: 1) 1 —31%2=0; 2 = 30° + 3609, 
150° -- 360° и, что удовлетворяеть и дроби; 2зпж не обратимо въ со и 
потому не прибавить корней. 
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ное 1 91*2, не обратимо ни въ ©9, ни въ 0*), то уравнене, 

освобожденное отъ знаменателя, будеть равносильно данному; но- 

вое уравнен!е есть 2 51? —=1 - 5124, откуда 315 =1, зп & = 1, 
— 90° + 180°. м. 

23. Изъ предыдущихъ примфровъ видно, между прочимъ, что 
освобождене отъ знаменателя только тогда можетъ считальея на- 
дежнымь пр!емомъ, когда сопровождается дополнительнымъ изслЪ- 
довашемъ. Но въ такомъ случа выгоднЪе будеть, не освобождаясь 


: И 
отъ знаменателей, приводить уравнеше къ виду м =0 и прим$- 


нять $ 17. 


ДЪлеше обЪихъ частей уравнения. 


24. Общее замфчае. Положимъ, что раздфливь об части 
уравнешя на С, мы получили А == В; тогда первоначальнымъ 
уравненемъ будеть А.С =В.0(. Но эти два уравненйя были уже 
сопоставлены въ $ 20; только результаты сравневя тамъ были 
выражены примфнительно къ замфн$ ур-я А = В ур-емъ А.0=В.(. 
Теперь намъ остается выразить то же самое примЪнительно къ 
обратному переходу. 

Итакъ, для замфны ур4я А.С=В. С...(1) ур-4емь А=В...(2), 
будемъ имфть: 

1. Если С не обралимо ни вЪ 0, ни ВЪ со, то ур-я (2) и (1) 
равносильны. 

2. Если С обратимо въ 0, то можеть произойти потеря 
корней; ихъ надо искаль въ ур-ш О=0. 

3. Если С обратимо въ оо, то могут» получиться посторонне 
корни; они дфлають (= со **). - 

Замъчаще. Тв же самые результаты получимъ, разсматривая дзлеше 


з 1 
на С какъ умножене на с' 


*) Т.-е. нётъ уловз, при которыхъ это случилось бы. 


А.0=В.0 
**) Въ ур-фи А = В нъть множителя, кото- # № 
рый могъ помииать ихъ въ ур4и А.0=В.0. С=0б=с< 


Схема повфрочныхъ подотановокъ при д#- 
лени обфихъ частей такая: 
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25. Прииъры. ДЪлене обЪихъ частей уравнен!я какъ пракиши- 
ческий премъ встрфчается вообще рЪ$дко; поэтому ограничимся 
только немногими примфрами. 

|. Пусть дано уравневше , 

315 2 803 2. 63° Х-- 880 2.638 2- 8 6851 =0*)... (а). 

Раздфливъ обЪ части на старшую степень косинуса, получимъ 

ох 8 Ш Е--8 =0... (5). 

Сравнимъ (а) и (5). Въ этомь примфрф С есть 08°. 1) С 
обращается въ 0 при с$2=0, но с82=0 нё удовлетворяеть 
ур-1ю (а)**); слЪдов. потери корней нЪтъ. 2) С не обратимо ВЪ сс, 
поэтому н$ть и постороннихь корней. Такимъ образомъ ур-я (а) 
и (Б) равносильны. 

[Изъ ур-я (Ъ) получимъ: 4#2= —2, х==— 68° 26/6” -- 180°. ]. 

Пеказанный премъ ране быль примненъ въ $ 11 Чи 9. 

||. Случай потери корней быль указанъ въ $ 12 прим. 2. 

Возьмемъ еще ур-е 1— с85 = зпх...(а). РаздЪлимъ обЪ части 


.,@“ 1—065а, 
на $12, чтобы воспользоваться формулой 5 а 10 


ЧИМЪ 5 =1...(5), откуда: 5= 45° 180°.п, 1 == 90°- 360°. п. 


ОдЪлаемъ теперь повфрку. 1) Такъ какъ зп л не обращается въ со, 
то лишнихъ корней нЪтъ. 2) Полагая зп 2 =0, получимъ х =180°. п. 
Подстановка въ ур-е (а) даеть: при ® четномъ 1—1 ==0, при ы 
нечетномъ 1 — (—1)=0; такимъ образомъ оказалея потерянный 
корень, именно 2 = 180°. 2 к =360°. к. 
Итакъ полное рзшеше ур-я (а) есть 2=90°--360°.п;360°.***). 

№) Это уравнеше иметь ту особенность, что сумма показателей 
при зи хи сзх вездВ одинакова. 

*) Подетановка, сз —=0 въ ур-е (а) даетъ: (== 1): =0. 

***) Воть иное рфшеше того же уравневшя. Изъ (а) находимъ по- 
сл$довательно: 2 во == 251 - 0$ 5; 2 31 (52 — 03 5) =0... (6); отсюда: 


зи =0. .. Фи 815 — 85 =0. .. (е). Изъ (4) получимъ: о 180°, 2%, 
ЕЯ 


НЫ НЯ 
‚ {== 360%.п; изъ (е) получимъ посл$довательно: зп э = 635, 85 ==1 (см. 


примзръ Г этого 5), а 459 -| 180°., а == 90° | 360°. 


Найденные корни пригодны и для ур-йя (с). Итакъ 
а’ = 360°, п; 90° + 360° . ж. 
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ПИ, 1-05? 2==082 (1-Н049?4)...(а). Рьшеще. Дъля объ части 
на 1-- 01072, получимъ 1=03х...(5), откуда 2=360°. и. ИзелВдуемъ 
рёшене. 1) Выражене 1 -| с42? не обратимо въ 0, слБдов. потери 
корней нЪфтъ. 2) Подставляя 2 = 360°. п въ 1-+- сх, получимъ оо, 
сл$дов. корень сомнителенъ. Подстановка его въ ур-е (а) даеть 
со = со, чтд однако можеть быть принято какъ рЪфшене только 
тогда, если обнаружится, что со — со == 0. Для раскрытя неопре- 
дфленности приводимъ ур-е (а) къ виду (1— св) (1-Е 04522) =0 
и преобразуемъ первую часть: (1— 63 2) (1 - се? 2) = (1—5) : 30 х 


= 2915 : 40? оо = 1:2 65? 5. Подставляя х = 360°. ® въ вы- 


И = 

5’ Получимь 5- Такимъ образомъ испытуемый ко- 

рень есть посторонний. 
Изъ 1) и 2) вмЪстЬ слБдуеть, что данное ур-е невозможно*). 


ражене 1:205? 


Возвышене обфихъ частей уравненйя въ степень. 


26. Общее замфчане. Приведя уравненя А=В... (а) и 
А" —=Ъ"...() къ виду 
А—В=0и (А—В)(А"-—--А”-?. В+... А. В" В") =0, 
заключаемъ, что ур-е (6) можетъ представить — въ зависимости 
отъь дополнительнаго множителя — 72 случая: 1) оно можетъ быть 
равносильно (а), .2) можеть имфть лише корни и 3) можеть не 
содержать н$которыхъ корней ур-1я (а) **). 

27. Раземотримъ теперь нЪоколько примфровъ воавылиеня, 
в нвадралть. Въ этомъ случаЪ при испыташи полученныхь корней 
достаточно будеть свфрять только знаки обфихъ частей (того 
уравненйя, которое возвышалось въ квадратъ); дйствительно, если 
уголь удовлетворяеть ур-ю 4* = В, то онъ удовлетворяеть или 


* : ТК 
) Изъ предыдущаго видно, что ур-е (а) равносильно УР-10 5 56? 5= 0; 
Въ такой формЪ его невозможность ясна, сразу. й 
**) А именно: если корни ур-1я (а) даютъ для (5) неопред$ленность 0.со, 
не разрёшающуюся въ нуль (см, $ 28). (Вообще дБло обстоить одинаково 
съ умножешемъ обфихъ частей.) Я - 
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ур-ю А = В, или ур-ю А= — В; такимъ образомъ неравенства 
р 
абсолютныхъ величинъ не будетъ. | 
Что касается потери корней, то во вофхъ примфрахъ этого 
параграфа А -+ В будеть необралимое въ со, слЪфдов. потери корней 


не вотрЪтимъ. 
1. Въ 8 12 прим. 3 возвышеше въ квадратъ было примЗнено 


8 
къ ур-ю 31 2- 4685=5...(а); было получено зп 2 = =. .(Б) и 
показано, что изъ корней уравненйя (5) удовлетворяють (а) только 
углы иервой четверти *); такимъ образомъ корни уравненя (а) 
о 

суть 2 = 36° 52’ 11 360°. и. Е 

[Остальные корни уравнения (), т.-е. = 143°7'49”- 360°.*,, 
удовлетворяють ур-{ю 3 зп х— 4 32 = а ^ 


И. Дано р пд =— 634... (а), гдЪ черезъ У... означенъ 


положительный корень. Рьшене. Возводя 0бЪ части въ квадратъ, 


у я. о Эти 
получимъ - п х= 34%, откуда найдемъ**): $12 = 5’ 2—30°--360°.п; 


150°--360°. я. Испытаемъ полученные корни, подставляя ихъ въ (а): 
первая часть по условйо положительна; для второй и бухомь 
имфть: 1) — сз (30°-{- 360°. я) =— 3 30°, слЪдов. 2 = 30 но 360 ‚й. 
непригодно для ур-я (а); 2) —08(150°— 360°. я) = — 03150°=6830`, 
слфдов. ур-1е (а) удовлетворится. 

Итакъ, въ ур-м (а) х = 150°—- 360°. п. _ 


3х Е 
11. Дано зп 3 = Уз <. `` @), гдЬ черезъ У... означенъ 
положительный корень***). Рьшеше. Возводя обЪ части въ квад- 


8х аа а 3% __ 
ралъ, получимъ $132 = 80? 1’ отвуда зп 3—5 т” —0 или 


*) Для разбора корней мы пользовались ур-{емъ (а); но вмЪфото этого 
можно было бы свфрять знаки обфихъ частей того уравнешя, которое воз- 
вышалось въ квадралъ, т.-е. урёя 4 с52=5 — 381%. 

**) Сы, $ 11а. 


32 
: 2 
***) При такомъ услови было бы неправильно Уз п замфнить 


3% 
черезъ зп --. 
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15% 92 
зп‘ = 0*). Изъ посл$дняго ур-1я найдемъ: 1) зп =. =0; 
9% 


155 9 
—1 =180°. м, а: = 48°.п; 2) зп 4=0; 1 =180°.*, х=80°. и. 


Для испытаня полученныхъ корней достаточно опредфлить 


знакъ зп3 а, т.-е. знакъ зп (144°. п) и зп (240°. м), 

_ Для зп (144°. я) поступаемь слфдующимь образомъ. Перюдъ 
синуса есть 360°, разность прогрессии 144°. есть 144°; наименьшее 
кралное 360° и 144° есть 720°; теперь разложимъ 327 = 144°. и такъ: 
3д=0-+720°. т, 144°- 720°;т, 288°--720°. т, 482°--720°. т, 
576°- 720°. %; при подстановк* этихъ угловъ въ зп3л можно 720°. т 
опускать. Сдфлавъ испытан!е, найдемъ, что для ур-я (а) пригодны 
только первый, второй и четвертый рядъ угловъ. Такимъ образомъ 
х=48°.и даетъ для уравневйя (а) 2== 240°. т, 48° -- 240°. т, 
144°-+ 240°. т. 

Поступая такъ же, найдемъ, что изъ 2 = 80°. » пригодно для 
ур-йя (а) х = 240°.т, 160°-{ 240°. т. 
Итакъ, корни ур-я (а) выражаются сл6дующими формулами: 
1 —240°. т, 48° 240°. т, 144°-{- 240°. т, 160°-- 240°. т. 


1\. зпх- с34 =504.634...(а). Рюшене. Возводя об части 
въ квадрать, получимь зп? - 2515032 - 68% 2 = 512.68 


1 
или 1-8122 —1 80" 22; отсюда: 3025—4312 —4=0; 
п2#=2 —У8=—2(/2—1) =— 24822°30'; 

9—— 55° 56/13" + 360°. и, — 124° 3/47" 360°. п; 

= — 27° 58/7” | 180°.и, — 62° 1/54" -{ 180°. п. 


СОдфлаемъ разборъ корней. 
Замфтимъ, что вторая часть уравнен!я (а) при 66% под- 
становкахъ будеть отричательна, потому что ее можно замфнить 


1 
черезъ 53122, а для зп2а получено отрицалельное значен!е. 


Для подетановки въ первую часть раепред$лимъ получен- 
ные углы такъ: х= — 27° 58/7” - 360°. п, 152°1'53"-- 360°. п; 


*) По формул: зп? а — зи? В = зп (а + В). п («— В). 
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— 62° 1”54"-+- 360°. и, 117° 58’ 6”- 360°. м. Подставляя, можно 
будеть 360°.» опускать. Первая подстановка даетъ 
п (—27°58!7/) - с(— 27°58'7") или: — п 27°58!7//-|- 6827°58!7”; 
это выражене иметь положительное значене*), сл5довалельно 
испытуемый рядъ угловъ не пригоденъ для уравненвя (а). При вто- 
рой подстановкЪ получимъ 

зп 155® 1/58" `с8 152° 1753” или 08 62° 1'53"— эп 62° 1/58/'; 
это выражеше иметь отрицательное значене*), и потому урав- 
нен!е (а) удовлетворится. Разсуждая совершенно такь же, най- 
демъ, что 2==— 62° 1/54" -- 360°. » пригодно для уравненя (а), 
а х— 117°58' 6”-- 360°. ж непригодно. 

Итакъ, корни уравненя (а) суть 2 = 152° 1/53"-{ 360°. т, 
— 62° 154” -+- 360°. и **). 

28. Въ $ 26 было указано, что при возвышени уравненя 
въ степень возможна еще потеря корней, & также и сохранеше 
равносильности. Приводимъ теперь примфры того и другого. 

|. Начнемь съ алгебраическаго случая. 1) Пусть дано 

2 2 | 
= ГР). поучить: = ‚ или г = ==0, 


или 1—#==0, откуда х=1. 


1 9 2 4 

2) Возвышая ур-е (а) въ квадратъ, будемъ имфть о 

422 4 4 
== а" . . (5). Подставляя сюда х==1, получимъ 6—0 что 
требуеть изелдовашя. Разность обфихъ частей ур-я (0) есть 
12-2 — 42° (1— 22)? и К 
| И— 2) › или Нат или (1-2); а это при 2 =1 
обралцается въ 4. Такимъ образомъ 1—1 не удовлетворяеть 
уравнению (5) ***). 

|. 1) Рьшая уравнене 362 =, будеть имЪть: 


1 —зм& 1— 63 (90°—х ой 
пра О 04"); 


отсюда: 45°—5 == 180°. и, 2= 90° — 360°. и. 


*) Если0< < 45°, то зпа< сз я; если же 45°< «< 90°, то зпа >> св“. 
**) Иное рзшеше ур-я (а) см. въ $ 32 УП. 
***) Корень уравнен!я (Ъ) есть х=— —1, что, въ свою очередь, не 
удовлетворяеть уравнен!ю (а). 
3 


Н. Рыбкинъ. Прямолинейная тригонометря. П. 
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2) Возводя ур-е (а) въ квадратъ, получимь 36* 4 — {02 х.... (6); 
но это уравнене невозможное, такъ какъ разность 8х — 5 
всегда равна 1. 

3) Точно такъ же, легко убЪлиться, что корни ур-я 865 — сл 
не удовлетворяють и ур-Н0 5685 = №35; а именно, подставляя 
сюда 1 = 90° — 360°. и, найдемъ *), что при этомъ истинное зна- 
чен1о разности 50° — 18% есть со **). . 

Ш. Сравнимъ уравненя: зп х — сз д... (&) и 51? 4 == 6532... (6). 
— Изь ур-ёя (5) находимъ послфдовалельно: 303 — 38 д — 0; 
(312—632) (302-31. с32-{ с3*2)=0; (312—682) (1-50. в84)=0. 
Такъ какъ выражене 1- 315.35 не обратимо ни въ 0 **), ни 
ВЪ со, то ур-е (5) равносильно (а). 


Освобождеше обфихъ частей уравненя отъ знака 
‹ тригонометрической функщи. 


29. Общее замфчанее. Разсмотримъ уравнен{я: зп (3 + 10°) = 
81 (2 - 50°)... (а) и За + 10°=ж-- 50°... (5). Эти уравневя не 
равносильны: дЪйствительно, корень ур-Ёя (5) удовлетворяеть (а), 
такъ какъ равнымъ аргументамъ соотвфтетвують равные же еи- 
нусы; не ур-е (а) иметь еще ворни не удовлетворяюще (‚), 
такъ какъ синусы могутъ быть равны и при неравныхъ аргументахъ. 

Подобное же происходить и въ другихъ случаяхъ того же рода. 

Какъ надо поступать въ этихь случаяхъ, булеть показано 
въ слБдующемъ параграф®. 

30. Примфры. |. зп (32 -+ 10°) = зп (#-+ 50°)... (а). Ришенае. 
Находимъ: 5п(32-+10°)—8п(2-+50°)=0; 251(2—20°).63(22--30°)=0. 


*) Переходя на, зп хи 5х. 
”) Ур-е 30° = 032 есть также невозможное. 
***) Полагая 1 + зп. 3х = 0, будемъ имЪфть 2512052=—9 Или 
п 242 —=— 2, что невозможно. 


Не лишено интереса, слёдующее соотвтстве. Ур-е зп? 2 -- зп 5. 5х 


+ ‹5?2=0 приводить, какъ мы только что видъли, къ требованию 
уп 24 — — 2. Примфнимъ къ тому же ур-йю еще премъ, указанный въ. $ 55 1;. 
получимъ 


а ша--1=0, откуда ще: (- 1=08) | 
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Отсюда: 1) зп (#—20°) =0; #— 20°= 180°. и, в = 20° + 180%. я; 
2) с; (22-+ 30°) =0; 2х- 80° = 90°-{ 180°. ж, д == 30°-+ 90°, м. 
Итакъ 2 = 20°- 180.», 30°- 90°. п. 

[Опустивь въ обфихъ частяхъ ур-!я (а) знакъ зп, мы полу- 
чили бы только 2 = 20°]. 

|, 3025 = 50а. Рюшене. ИмЪемъ: $1? х — зп? х = 0 или 
51 (2- а) .зп (2—@)=0*). Отсюда: 1) я+На=180°. и, х=—-Н180°.п; 
2) #—а= 180°. п, х=а-{ 180°.п. Итакъ 2 = + а-{ 180°. и. 

Ш. Дано па = сз В; требуется найти зависимость между © и В. 
Рьшене. Имфемъ: зпх— 088 =0; зпаы— 5п (90° — В) =. 0; 


9 5п А 45°) . 65 (= - 45°) —=0. Отсюда: 


1) (45) АВ 4180". п, а 8=90°—360°.м. 


2) сз (Ри) В 45°—90°--180°. и, я—В—=90°-+360°.. 


Итакъ, искомая зависимость есть: х + В=90°- 360°. п. 
У. 1%45=—=%2. Рюшете. Имфемь 145— Шх=0 или 
Е 0. Такъ какъ знаменатель этой дроби не обращается 


6545.63 5 
ВЪ со, ТО пользуемся только числителемъ. Полагая зп 3х ==0, 


получимъ: 3х = 180°.и, х=60°.п; этоть корень не обращаетъ 
знаменателя въ нуль **), поэтому пригоденъ и для дроби. Итакъ 
д; = 60°. п. 

У. зе 3х —= зе. Рищеме. Находимъ: 363% — вв =0; 


1 1 637—083 2 _ . Э5122.30х _ 4805 _ 
683% 62 ° 0335.61  ' 0332.05 > 33 


Такъ какъ 083 не обратимо въ со, то полагаемъ только зп?  — 0; 
отсюда получимь д = 180°.и, что пригодно и для дроби, потому 
что 6334 = 0$ (180°.3и) не равно нулю. Итакъ 2 = 180°. п. 


*) См. вып. перв. $ 79 5). 
*") При помощи чертежа легко убфдиться, что ни одна изъ дугъ 
4.7: = 240°. п и х= 60?. % не оканчивается на вертикальномъ даметр$. 
3* 
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ОбщИй выводъ и примфры къ нему. 


31. Общй выводъ. Возвратимся къ вопросу, поставленному 
въ 5 10. Сводя все изложенное выше, мы можемъ теперь сказать, 
что для рЬшен!я тригонометрическихь уравнен!й нЪть такого спо- 

. соба, который вседа быль бы и кратокъ и надеженъ. Выюдние 
все-таки держаться двухъ слБдующихъ правилъ: 

1) ВБ уравнещи нъть знаменателя сь функшей неизвьетнало — 
Упрощаемъ отдфльные члены*); приводимъ уравнеше къ нулю; при- 
водимъ первую часть къ одной функции (большею частно къ зп и 65) 
и къ одному аргументу**) или, не дфлая этого, составляемъ про- 
изведене и поступаемъ какъ показано въ $5 14—16 *=*). 

2) Бь уравнении есть знаменатели, содержащие функшю не- 
извпетноло. — Упрощаемъ отлфльные члены ****); приводимъ ур-е 


къ нулю; соединяемь первую часть въ одну дробь; сокращаемь 


ее *****); далфе поступаемъ какъ показано въ $$ 17—19. 

(Для справокъ, въ конц книги приложенъ списокъ вефхъ 
уравненй, р5шенныхь въ этой отатьф, съ указашемъ 56, гдЪ 
о нихъ говорится.) 


32. Примфры. П$ль этихъ примфровъ — пояснить правила, 
данныя въ $ 81, а также обратить внимаще на нЪкоторые частные 
случаи и премы р$шен1я. 


1. бп (2 <) - 6$ (2 —а) =т. Рищшеше. ИмЪемъ: 
зп (2 а) Е зп (90°—#-- а) =; 2 зп (45° &).с3 (2 — 45°) = т. 
Отсюда с3 (х — 45°) = т: 2 зп (45° 2): 

|. а (6462 — №2) =6(1— 512 2): зп 22. Ришене. Зная, что 


*) Напримръ: вмфсто сз 2.6 х пишемъ зп, вмЪсто (1—3) сз6 х 
т 
пишемъ 85, ит, п. 


*) Примфры см. въ 5 1; 
*"*) Напр. ур-е зп 3 — зп 2 = с32 2 замфняемъ такъ: 
2502. 082 2 = 052; 822 (251#— 1) =0, 
****) Напр. въ ур-4и а * вмфото 122 лишен 232, ит. п, 
81 2 сах 51 % 
**"**) Насколько это возможно и видно съ перваго взгляда, 
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1 2%4*) 1 — 272% те 
сд = т и 2 = Их. будемъ имфть а. Е 
ь (1 — 42)? И 1—2 [2а (1-82) —51—42)] В 
- 265 264 


какъ дробь несократима и степень знаменателя ниже степени числи- 
теля, то получимъ полное рфшеше, ‘приравнивая числителя нулю; 
новое уравнен!е распадается на слБлующя два: 1)11—шх=0и 
2) 2а(1- 81) —6(1—%2) =0; изъ перваго ур-я получимъ ## х = 1, 


ых _6— 24а. 
а изъ второго: Ак 


||. 6565 == 656 е Рьшене. Нахолимъ  послфдовательно: 


7 
1—2 63- 
И МХ 1 ыы Е . Такь  какъ 
п ЕР Я х и ь 
Е % % р п 
аа 3 
15 2915085 815 


$п42 не обратимо въ со, то полагаемъ только 1—2%85=0; 


отсюда: с8 Е == 5: 5 = = 60° + 360°.ж, == Е 120° -+ 720°. в. 
Эти корни пригодны и для дроби, такъ какъ не обращають 
знаменателя въ нуль. 

ЛУ. сы х- 05 4х=203х. Рыиеме. ИмЪемъ: 


(Срд — 0522) — (6622—0842) =0; 


зп 2 **) 127 |. 
51 4.502х 5124.504% : 
9 ©< 2. ж*ж*) 
р ыы 0. Такъ какь зп4х 
812% 504% ь зп 45 Г 
не обратимо въ со, то полагаемъ только 2032%— 1==0, откуда: 
65 2—5; 24 = ЗЕ 60° -+ 360°. и, д == 30° -{ 180°. п; эти корни 


удовлетворяють и дроби, потому что при нихъ 51 4х не равно нулю 


+), 
Итакъ, окончательно, х = = 30° -- 180°. п. 


2512. 082 


—_—__._; Дадфе дфлимъ числителя и знаменателя на 
$02 2 -- 65? 


*) 5125 = 
те 


` 522. (См. тажже въ первомъ выпускВ дополн. къ $ 71). 


р 5п (В — <) 
**) По формул5 сх — св В = па 
**) 5142=2. 502%. 052%. 


****) зп (= 1209 -|- 720°. я) — зп 120°, 
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у (7 И 
. ш 4—2) = ов —#) —4. Рюшене. Полагая на время 


п 
4—2=9, будомь имфть ву--ову=4 или: ЗУ 689 4 


, 


3 
$0 и - с5° у. 4 1 = м, 
ее 4: ОГ о № ее 

супу ; Отсюда, пу} но зп2у = п (5—2) ва; 


. 1 
такимъ образомь —— = } 1, +7 
У . Отсюда: сз 2%=5;} 2#= Е; -+2т.м, 


и= Е п. т. 


Е Къ рЬшеншю уравненй вида азп2--665х==с кромъ 
ОВЪ, указанныхь въ 55 11 и 12, можно еще прим нить 
вепомозательный уголь. Это дЪлается такъ 


РаздЪливъ обЪ части уравнен1я на 5, получимъ : 312. 685 = 
) 


’ 


полага =; 
емъ здЪеь р 2$; тогда будемъ имЪть 8. зпа-Незх = 


-: 
|) 
:. 
умножая теперь 0б% части на сз ф*), получимъ : 
@ - 
$п2.5пф - с32.с5ф —5'08Ф или 6$ (1—9) —1-65$. 
7) 


Примфнимь этоть пуемъ къ уравненю 3512-4655 —5 
(ср. $ 11 еи $ 27 1). Получимъ: 1 &$=0,75; ф= 36° 59! 19м, 
2) 0$ (1—9) =1,25.08 ф; 1268 (2—5) =0,09691--(9,90309— 10) — о; 
63 (1 — $) =1; #—$=860°. п; —$--360°. я=36° 527 12”. 360°. и. 


УТ. 31 2-08 2=80 2.65 2**). Ришеще. Такъ какъ 8п}-с5 #= 
2.68 (д — 45°) *** а = 
и ( )***) и 515.68 д = 588 21, то данное ур4е можно 
замнить та уЭ — 45°) —1 
кимъ: 2.65 (14—45 )=580 22; но зп 2х = с3(90° — 


21) = 3 (2#—90°); 2 
) = $ (22 —90°); пользуясь этимъ, получимъ И2.63 (#— 45°) 


*` р 
=. ты какъ сф не есть ни 0, ни со, то равносильность сохранится. | 
И. и было р®Ьшено въ 8 27 — возвышенемъ обфихь 
ст квадратъ. Теперь мы предлагаемъ с 
по 1 
а р ›собъ, не требующй раз- 


***) пл -Н сз = ИЗ В 
++ ИЗ ми = (2.094594 в1а.455). 
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` 


= : сз (22—90°). Полагая теперь х— 45°=, будемъ имЪть 


И?. вву= : сз2у; отсюда найдемъ послфдовательно: 

ы 1 г. 1 
У? . зу = с3*у—5; 'у— 2. ву—5=0; = =] 
—— (1 — 08 45°) =— 2.5102 22°30/; у= = 107° 1753/” + 360°. м. 

Такимъ образомь д — 45° = = 107° 1’ 53! 360°. и, откуда 
#— 152° 1/53” - 360°.и, — 62° 1/53" + 360°. и. 

33. Въ примбрахь УШ, ТХ и Х уравнен!я будуть рЪшены 
не въ полномь объем, & съ ораниченбями, налатаемыми задачей. 

МИ. Задача. ОпредЪлить уголъ при основави такого равно- 
бедреннаго треугольника, въ которомъ центры круговъ вписаннаго 
и описаннаго симметричны относительно основаня”). 

Ришене. Означимъ черезъ х половину искомаго угла и черезъ 
а, 1, ти Е соотвфтотвенно: половину основашя тр-ка, его высоту 
и радусы круговъ. 

`Центръ вписаннаго круга отетоить отъ основанйя нат = 4.82; 
центрь описаннаго круга (лежалщй вн тр-ка) удаленъ отъ осно- 


7 а - 
вашя на В— 1 = не = 42. Согласно условю задачи бу- 


1 
= -— 9х, 
—2. 322 ии 2 4:2 


. а 
емъ имЪть: а. Шх= ——— 
дем 8 3145 


Рьшая это а получимь: 822-87 — ду 


31п32**) 1 _ 4805.3032—1 ©. 1250 2—1651 2—1 © 
314х Ах 


ме : —=—\, 


6522.65 8045 _ 3145 
Такь какъ знаменатель не обратимый въ со, то полагаемъ только 


12 51 д — 1631 7—1==0, откуда: 802 — 1 80' 2 0; 


3 й 5 жеж*) 
80? 1 = = =. 
8 8 
*) Т.-е. ихъ соединительная линйя перпендикулярна къ основано и 
двлится имъ пополамъ, 
зп (& + В) 
** {1 =. 
) По формул ва -Н В= а. вй 
**) 5142=2.5124.652х=2,2 512032. 322. 
****) Эти числа пригодны и для дроби, такъ какъ не обращають зна- 
менателя въ нуль; дЪйствительно, ддя зп 4 —=0 требуется 2 = 45°. т, а 


зп? (45°. и) =0, ы 1. 
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РЬшая уравнене независимо отъ задачи, мы должны были бы 
принять оба значешя для зп, такъ какъ они оба положительны 
и менфе единицы; соотвЪтетвенно этому мы получили бы четыре 
значеня для зп х. Но въ нашей задач$ д есть уголъ положительный 


и меньшй 45°; а это требуеть, чтобы пл быль положителенъ и 


1 
чтобы зп? было менфе 7 Поэтому мы беремъ только $02 — 


3 УБ : 1 Е 
8— в и р5шеше оканчиваемь такъ: зпх = у! (8—И5) = 


Е 
5—1; х = 18°. 

‚ Черезъ х мы означили половину искомаго угла, слёдовательно 
пфлый уголь равенъ 36°*). 


в з у : : 1 
Замъчане. Полное 0% = = 
олное рьшеше ур4я шх а 


ват (5 +1), +15 — 1}; = 54° + 360°.п, +1269 + 360° , п; 
ЗЕ 18°-- 360°. и, + 162°-|- 360°. п. 
и 1Х. Задача. Опредфлить углы треугольника, если дано: 
т, :а=3:2*) и В=20, 

Рьщшене. Означимъ уголь С черезъ 2; тогда В=Эжи 
А =180°— (В-- С) = 180°— 3х. Замфнимъ т, иа выражен ями, 
содержащими углы. Для’, имемъ изъ геометри:4, 1 —262-{-2 6—2; 
далЪе: 0—2 8.5124, с=2 В.зпхи а—2В.51(180°—34)=2 В.зп3х. 
Подставляя получимъ т, = ВУ 28125-25 8122—8132, Ву. 
означаеть положительный корень. Пользуясь найденными выраже- 
мями для т, иа и условшемъ 7,:а=3:2, получимъ уравнене: 


—10 25 есть: 


И 25122-23024 — 30232: п32=$3... (а). 
Возводимъ теперь обЪ части въ квадратъ: 
(25122-23122 — 5132) : 3123 2—9.. . (5). 
Прибавляемъ къ обфимь частямъ по единиц: 
(280222 - 280? 2) : 313% — 10, 


2х 


*) Для сравненя, приводимъ 160- 
метрическое рЪшене той же задачи: оно 
ясно изъ прилагаемаго чертежа. 24, 

**) Черезъ , означена медбана, сто- 
роны @, т.-е. лия, соединяющая сре: 
‚ Дину а съ противоположной вершиной. 
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ДЪля обЪ части на 2, замфняя 5п 3 2 черезъ 5п 2 (3 — 4 50? 2) 
и сокращая затфмъ первую часть на пд, получимъ: 
4 63° 2-1 —5 аа 
(3 —4 81? 4)? (4 68° 2— 1)* 
Приведя уравнене къ нулю и раздфливъ на 4, будемъ имфть 
р и 2 
20 054 2 — 1163 я ее. 
(465% — 1) 
Для обращевя этой дроби въ 0 пользуемся только чиели- 
телемъ, такъ какъ знаменатель не обратимый въ со. Получимъ: 


1 ы 
2008: 2— 1169 2--1=0...(4); с 2= (И =У41. 


Эти корни пригодны и для дроби, потому что не обращають 
: 2 - 
знаменателя въ нуль*). Значешя, полученныя для 65%, оба воз 


можны. | 
Опредфляя теперь 8х и затфмъ х, примемъ во внимане, 


что по смыслу задачи уголь 2 долженъ быть положительный острый; 
соотвфтетвенно этому найдемъ: 

82, =И0,435078; х, =48°43’47” 

2, =) 0,114922; 2, =70° 11/2". 

Но полученные углы еще требуютъ испытанйя, потому чт 
ур-е (а) было возвышено въ квадратъ, и слФдов. могли войти 
посторонние корни: и дЫйствительно, уголь 2, не удовлетворяеть 
уравненю (а); такъ какъ зп3л, отрицателенъ. 

Итакъ: С = 48° 48/47”; В = 97°27/34"; А=33° 48! 39". 

[Уголь хз даль бы для А отрицательное значеше, что инымъ 
путемъ обнаружило бы его непригодность для задачи; но онъ не- 
пригоденъ не только для задачи, но и для начальнаго уравнения. | 

Залиьчане. Полное рёшене ур-йя (а), съ разборомъ корней, есть: 

ва==ь (11-- У41), =у(и—иЯ); 
2 — 48943’ 47" -|- 360°.п, 131°16’13"' + 360°. и, — 70°11/2'' -{- 3609 ‚ зв, 
— 109°48'58"' -- 360° . ж. у 

Х. Задача. Опредфлить углы треугольника подъ условемъ, 

что ихъ тангенсы суть послФдовательныя пфлыя числа. 


*) Къ рёшеню ур-я (с) можно примфнить также аллебраическое за- 
лпьчелие въ 6 17. 
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Ришеше. Полагаемъ: 1 А =п-—1, ШВ=и, в О=и- 1. 
Такъ какъ В == 180°— (А -{ С), то 
ео АО. 
ато х 


Подставляя сюда предыдущя выражен1я, получимъ 


‚м 2п п (4—7?) _ 
РЕЗ И. и: 8% 


Послфднее уравнене даеть и =0, 2, —2; соотвфтетвенно 
чему получимъ тая три комбинащи чиселъ: 


п—1| —1 1 —3 
® 0 2 —2 
в 1 1 8 —1 


Числа каждой комбинащи суть цфлыя, посл$довательныя 
и могуть быть значенями тангенсовъ вообще; но для эпреуюль- 
ника 1-я и 3-я комбинаши непригодны: 1-я потому, что содер- 
жить 0, а 3-я потому, что отрицательныхъ чиселъь три*); сл5до- 
вательно ‘остается: & А =1, %В=2, %0=3. Изъ угловъ, 
удовлетворяющихь этимъ уравнешямъ, для задачи надо будетъ 
взять только положительные острые; найдемъ: 

А =45°, В= 63°26'6”, 0=171°33/54". 

Итакъ, предложенная задача возможна и допускаеть одно 

р5шене. 


Прибавлен{я. 
34. 0 р5шенм  уравненя о съ помощью | пропорщи 
— = о Приведя оба уравнешя къ нулю, увидимъ, 
А.р— В.С 
что они равносильны слБдующимъ: т о. (а) 


А.0—В.С 
С АИ" 8 Зе (5 изъ (а 
а -И 0... (5). Но ур-е (5) получается (а) 


—В)(0—р А 
дфлешемъ первой части (а) на о или, что то же 
самое, на ( —1) ( —1). .. (с). Примфняя сюда $ 24, видимъ, 


*) Это дало бы три тупыхъ угла, 
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что если произведеше (с) способно обратиться въ нуль *), то можеть 
произойти потеря корней; если же оно обратимо въ со**), то 
могуть получиться посторонше корни. 
Покажемъ это на примфрахъ. 
35. Примфры. Возьмемъ сперва алгебраическй примфръ. 
2-х 8-7 . 
|. —=я—— =... (а). Рющеше. 1) Составивъ требуемую 
2—х 8—* 
производную пропорщю, получимъь (послЪ сокращеня отдфльныхъ 
частей и дфленя обфихъ на 2): 


т 4 2—4 
о (Ь) или ——=0; откуда 2=2; —2; о. 
2) Рьшимъ теперь ур-е (а) обычнымь способомъ. Приводя 
8244? 5 
его къ нулю, получимъ 8 = 0; отсюда  найдемъ 
д=0; —2; хх. 


=. 
Сравнивая оба отвЪта, видимъ, что въ первомъ случа мы 
потеряли корень х-==0 и получили постороннЙ корень = 2 ***). 


Согласно сказанному въ $ 384, выражене в—)6—1 при 


1 —=0 обращается въ 0, & при #=2 въ со. 
#1 1-06? х 


ЕЕ (а). Рищене. 1) Производная 


: 1 50° Х 
пропоршя даеть 361==1:04°%... (5), откуда: —— =“: 
5 (5), аа ов 
08% — $0? д 


р 1 
р —=0; 682 = 8122; 92 ==5 (/5—1). 


А 
*) Иначе: если р ии о способно обратиться въ 1. 


**) Иначе: если 1 ИЛИ т обратимо въ со. 

***) Для большей наглядности, подставимъ ихъ въ ур-е (а). 1) Первая 
подетановка, (2—0) дастъ р. 2) Вторая подстановка (2 ==2) приводить 
къ равенству вида со — со. Чтобы раскрыть эту неопредзленность, соста- 
вимъ разность обфихъ частей ур-йя (а): по предыдущему, она есть ие ; 
при 2 = 2 это обращается въ со; такимъ образомъ ур-!е (а) не удовлетворено. 

При 2 =00 мы получимъ также неопред®ленность, но она, разр%- 


О 
Е 


шается въ — 
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2) Переходя въ ур-м (а) на зп и 3х и приводя его къ 
2'63 2 (68° 2-- 082—1) _ 
(1 — 68 2) (8022—6515) — 


нулю, получимъ 0, откуда 


082—0;4(И5—1. 


Такимъ образомь при первомь рфшенм потерянъ корень 
682 =0 [или д = 90°-- 180°.*]. 

И 1. 202 
822 1—2 


‚. (8). Рюшеше. 1) Составивъ произ- 


- 0322 _ 26 2--1— 425 ь 
— 0522 Эра" ). 
Замфняя первую часть черезъь 1: #2°2*) и приводя новое 
(2—1) (2—1 
22 (а 2—1) 
Ех=-1, = 45°-1 180°. п. 
2) Р6шая уравневя (а) безъ производной пропорщи, найдемъ 
1 5025 1—52%5 
6821 0324’ 0324 


‘водную пропорцю, будемъ имфть - 


уравнеше къ нулю, получимъ —0; отсюда: 


посл$довательно: 


ад 627) 


—=0; Ш (45°—2) =0; 45°— == 180°. т; 


—= 5 


1 — 6$ (90° — 22) 
п (90°— 2) _ 


2 —45° — 180°.т или, полагая п = — и, х==45° -{ 180°. п. 
Такимъ образомъ при первомъ способ вошелъь постороннй 
корень д = — 45° 180°. в **). 


[* 

А УВ. (а). Ришмене. 1) Составляя произ- 
водную пропоршю и преобразуя отношеше суммы синусовъ къ ихъ 
разности ***), получимъ 4:8 45°=2У3:2... (6) или вх=уЗ, 
откуда х = 60° -{- 180°. ». Полученные корни не обращаютъ первой 
части ур-Ёя (а) ни въ со, ни въ 1; слфдов. нфтъ ни постороннихь кор- 


ней, ни потерянныхъ. Такимъ образомъ ур-я (5) и (а) равносильны. 


*) (1- 0522): (1 — 322) =2 6522: 2 502. 


*) Непригодность корня #2 2 = — 1 для уравнешя (а) будетъ видна и 
. о — {22 
изъ самаго ур-ля, если мы воспользуемся тождествомъ нЕ : 


1х __ 
Теа “° 
***) См. въ $ 79 (вып. перв.) формулу ХХУП. 


тогда ур-е (а) замВнится такимъ ур-{емъ 


ом и] 
2) Для сравнешя, приводимь другой способъ, гдЪ равносиль- 
ность уравненй очевидна. — Такъ какъ зп (х - 45°) = сз (45° — 2) 


= с3(1—45°) и (УЗ 1): (3—1 =2-+ $3, то уравнене (а) 
замфнится такимъ: ‘св (д — 45°) =2-+ 3; отеюда: 
д— 45° =15°-+ 180°.и, х= 60° -+- 180°. и. 


36. Къ $ 30. СлБдующе примфры показываютъ, какой 
осторожности требуютъ случаи, разсматриваемые въ $ 30. 

|. Сначала найдемъ зависимость между & и В, если а 
— В. — Разсуждаемъ такъ: чтобы тангенсы были равны, концы 
дугЪ должны или совпадать или быть на одномъ жаметрЪ; отсюда 
слБдуеть, что а = В-+ 180°. п. 

Теперь прим$нимъ эту формулу къ ур-ю #3 х=%4... (а). 
Будемъ имфть 32==2- 180°.и, откуда 2 = 90°. и. 

Но едфлаемъ повфрку найденнаго корня, для чего предста- 
вимъ его въ такомъ видЪ: д == 90°.2к, 90° (2 к 1). 

1) Подетановка д = 90°.2 к даеть { (180°.3*) = (180°. *) 
или 0—0. 

2) Подставляя х= 90° (2« +1), получимъ &270° = 4 90° 
ИЛИ со = со, что требуетъ разбора. Для наглядности, поступимъ 
слфдующимь образомъ: такъ какъ уголъ 90°`(2 к -+ 1) надо считать 
предъльнымь, то полагаемъ сначала 2 == 90° (2к +1) + Е, гд® в 
есть уголъ произвольно уменьшимый (положительный или отрица- 
тельный); тогда 3х = 270° (2к {+ 1) 3е. Посл этого будемъ 
имЪть 4834 — шл = (270°--3 =) — № (909-{ =) = с Е— с Зе, 


что при Е==0 даетъ со; НО 642—645 ЗЕ Ва ая 
—= со — ©; — = а. 
р ь 3 5 ы 3ПЗЕ.ЗП= 5ПЗЕ 


2 
а это при & =0 обращаетея въ 0 ИЛИ ©. 


Такимъ образомъ 2 == 90° (2к 1) оказалось непригоднымъ 
для уравнешя (а). Это обстоятельство объясняется тЪмъ, что 
уравнеше р$шено съ помощью формулы, которая предполагаеть 
точное сравнеше тангенсовъ*). [Примфняя способъ, указанный 


2х 2512 
вЪ $ 30, получимъ: шЗа— шт =0; о. 


$п д = 0; х= 180°. *]. 


*) Иначе: конечныя значеня тангенсовъ, 
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|. Возьмемъ еще ур-е ск 2х = ра... (а). Примфняя тоть же 
способъ, какъ въ примфрё |, получимь 2%=4- 180°. п или 
= 180°. п; & на самомъ дЪлВ ур-+е (а) невозможно, такъ какъ 
оно сводится къ требованйо с369х=—0. 


37. Приибненше неопредфленныхь уравненЙ. Въ 68 15 и 16 
намъ приходилось р$шаль вопросъ о нулевомъь и безконечномъ 
значени  тригонометрической функщи при данной частной 
подстановкз; но встрЬтившеся случаи принадлежали къ числу 
простыхъ, р5шаемыхъ почти наглядно. ь 


Въ болфе сложныхь случаяхъ удобно пользоваться теорей 
неопредЪленныхь уравненй. Покажемъ это на прим$рахъ. 

1. Пусть х == 18°-{ 72°. и подотавляется въ 36 и надо опре- 
дьлить, не обращается ли вс (18°-+. 72°. ") при н$которыхь п 
ВЪ со.— Чтобы секансъ быль равенъ со, его аргументъь долженъ 
быть 90° -{ 180°. х; такимъ образомъ предположеше зе (18°-{ 72°. ) 
— <> приводить къ ур-ю 18°-- 72°. и = 90°-+ 180°.*, изъ кото- 
раго надо опредЪлить п подъ услошемъ, что пи й суть числа 
цфлыя; если полученное неопредфленное ур-е не иметь цфлыхъ 
рЪшенй, то это покажетъ, что предположенное не случается. 

Обращаемся къ ур-ю 18° 72°. и — 90°-4 180°. к; приводя 
его къ нормальному виду, получимъь 79°. и — 180°. х — 79° ИЛИ 
2п—5к=2; рЬшене въ цфлыхъь числахъ возможно. Замфтивъ, 
что уравнеше удовлетворяется при п=1 и #=0, находимъ для 
в окончательно: п = 1-51, гдф # есть неопредфленное иЪфлое 
число. Это и есть общ видъ тЪхъ значенй п, при которыхъ 
86 (18°- 72°. я) обращается въ со. 

|. Примфнимъ сказанное къ $ 15 прим. [.— Для 45 (45°-90°. и) 
= со требуется 45° -{ 90°. » = 90°-- 180°.* или 90°. и — 180°. х 
— 45°; но это ур-е не имфеть пфлыхъ рёшенй, такъ какъ 
коэффищенты при неизвфетныхь имфють общаго дфлителя (90), 
на который не дфлится вторая часть. ОлЬдовательно в (45°- 90°. п) 
не обращается въ со. 

№. Опредфлимь еще, можеть ли быть 1- 033 х—0 при 5 
== 108°-{- 504°. и. — Изъ ур4я 1-1 с д =0 получимъ: 5х = — 1 
4 —180°-- 360°.х; такимь образомь вопросъ р5шается ур-емъ 
108°-{ 504°. и = 180°-{ 360°.к или 7и—5к—1. Цлыя р%- 
‚шешя въ немь есть, слфдовалельно предположенный случай 
возможенъ (и = - 5%... 
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38. Разсмотримъ еще одно примфнене неопредфленныхъ ур-Й. 
2х 25 


1. Р$шимъ ур-е зп т . 6854 ==0... (а). 1) Полагая зп р 0, 


найдемъ 2, =270°. п; 2) полагая с8 52 ==0, найдемъ =, = 18° 36°. . 


`ВеБ полученные углы пригодны и для уравнешя (а). 


Но посмотримъ, нфтъ ли иовторенай въ корняхъ, т.-е. нЪтЪ ли 
такихъ угловъ, которые встр$чаются въ обфихъ полученныхъ про- 
гресйяхъ. Полагая 2, = 2,, будемъ имфть 270°. % = 18°-+ 36°. к или 
15п —2к==1; это уравнеше цфлыя рфшеюя имфеть, слфдовал. 
повтореня есть; для п и к получимъ окончательно: = 2#-—1 
и к= 15#— 8. 

Исключимъ теперь изъ одного ряда тЪ углы, которые 
вотрфчаются въ обоихъ; проще исключить ихъ изъ 21: замЪтимъ, 
что 2—1 есть общ видъ нечетныхъ чисель; сл$довательно, 
чтобы не было повторен, достаточно въ &, = 270°. в придавать 
только четныя значешя. Полагая и=2, получимъ 2, = 540°. &. 

Итак, безъ повторений будемъ имЪть: х = 540°. &, 18°-+ 36°. к. 

Н. Изъ ур-я 132. 03 (30°- 2) =0... (а) найдемъ х, = 60°. п 
и 2, = 60° + 180°. к. Полагая 2, = 1,, получимъ % = 1 + 3; здЪеь 
всякому. цзлому к соотвфтетвуеть цфлое же и; слБдов. каждый 
уголь ряда 2, имфетъ равный себф въ рядф 2,; такимъ образомъ 
х, включаеть въ себф ш,. 

Итакъ, для того, чтобы выразить вс различные корни ур-я (а), 

достаточно одной формулы х=60°. ж. . 
_М 39. 0 формулахъ, которыми выражаются корни тригонометри- 
чеснаго уравненя. Въ $ 15 прим. ТУ и У мы имЪфли образець того, 
какъ форма отвфта зависить отъ способа ршеня. Таве случаи 
въ тригонометрическихъ уравненяхъ очень обыкновенны, и полезно 
поэтому остановиться на нихъ. Разберемъ нЪсколько случаевъ. 

1. Въ $ 15 прим. Ш получено: = 360°.», 180°- 360°. п; 
а преобразованное ур-е (5п 2 = 0) даетъ прямо д == 180°, и. Чтобы 
показать, что оба отвфта выражаютъ одно и то же, представимъ 
первый изъ нихъ въ такомъ видЪ: х = 180°.2и, 180°, (2% 1); 
здЪеь 180° умножается сначала на всф четныя числа, а затфмъ 
на всф нечетныя, слфдовалельно, въ общемъ, на, всЪ безъ исключеня 
цфлыя числа, а потому 2 = 180°. т. 

Н. Въ$ 15 прим. [ получено д == 45°-+ 90°. », а преобразо- 


1—2 З 
5 =0] даеть #= = 45 -+ 180°. т. Тожде- 


ванное ур-е 
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ственность обоихъ рьшен@ будеть ясна, если представить первое 
изъ нихъ въ такомъ видф: 4 = 45°-{ 90°. 2, 45°-{- 90°. (2т— 1). 

Ш. Въ 559 вып. перв. было показано, что 2, = 30°-+- 360°. и 
и 4, = 150° -- 360%. п можно слить въ одну формулу: 

д = 180°.т- (—1)”. 30°. 

1У.. Воть еще прим$ръ объединешя формуль. Рёшая ур-е 
1 - 632 = 2052, найдемъ: х, = 360°. и, х, = 120°-+- 360°. п и 2 
== — 120°-- 360°.». Эти три прогресеи можно слить въ одну. 
Дъйствительно, представимъь ихъ въ такомъ видф: ж, = 120°. 3, 
4, = 120°(3® 1) и 2:= 120° (8—1); теперь замфтимъ, что З® 
есть формула чиселъ, дфлящихея на 3; въ промежуткахъ между 
такими числами содержатся по два числа: изъ нихъ одно подходить 
подъ формулу 3-1, а другое — подъ формулу 3 — 1*); такимъ 
образомъ совокупность формуль 3%, Зи +1 и Зи — 1 обнимаеть 
вс% цфлыя числа, а потому #,, 2, и х, сливаются въ д = 120°. т, 

У. Сравнимъь формулы, полученныя въ прим. ТУ и У $6 15. 
Имъемъ: $ 15, ГУ) х= 90°--180°.ю; 60° (3 +1). 

$15, У) х=90°-180°.ю; +60°-+-360°.; +120°--360°. 
или #==90°--180°.%; 60° (6 ® 1); 60° (би 2). 

Такимъ образомъ требуется показать, что формула 3 к-+1...(а) | 
равносильна совокупности формуль би-Е1... (5) и би... (6). 
ДЪйствительно, формула (а) заключаеть въ себЪ всф числа не 
дфлящяея на 3 (см. предыд. прим.); но ТБ же самыя числа 
выражаются и формулами (5) и (с), съ той только разницей, что 
здфсь они сгруппированы около чисель дЪлящихся на 6. Для 
наглядности, приводимъ примЪръ: 


————— ——— 
...—3,—2,— 1, 0, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7,8 9.... 

ое 

= = = ыы м 3 2 $ = 

Е -) <> «> «> > к) «> > 


40. Общее замльчаие нь $ 39. Въ вопросахъ, подобныхъ только 
‚ что раземотр$ннымъ, нер$дко бываетъ полезно начать съ частныхь 
случаевъ. Пусть, напр., изел$дуется совокупность формуль: 6—1, 
бя Ти б»--3. Напишемъ по порядку величины нЪеколько чи- 
велъ этого вида, напримръ: 


®—=0 п =1 #=2 
оне ь 8,6, 109; 1.1816. 


*) Наприм$ръ:..., 12, 13, 14, 15,...; 183=3.4-1 
14—=3.5 — 1. 
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Теперь замфчаемъ, что данныя три формулы равносильны 
одной слБлующей: 2к- 1 
Иногда форма отвфта легко упрощается зеометрическими 
соображен!ями. Такъ, рфшая уравнеше зпл — 318 2—9 818, 
1 
получимъ: зп 2 == 0, +1, + Из откуда: 2==180°.ж, +=90°-{-360°. п, 


< 


Е 45°-{ 360°.п, =135°-1- 360°. вв. 
Теперь обратимъ вниман!е на то, кая точки на окружности 


соотвфтетвують полученнымь значе- 
шямъ зпх. ИмБемь: 1) зви=0 
соотвфтетвують А и В; 2) зп" =1 

ма 1 
соотвфтетвують Си 1); 3) вп? 2 = 


соотвЪгетвують средины четвертей: Е, 
Е, Си НИ. Отсюда видно, что 66 
значейя 2х можно выразить формулой 
Г) #= 45°. н. 


И. Рыбкинь. Прамолинейния тригонометрйя. Ц, 4 


ВЫЧИСЛЕНТЕ ФОРМУЛЪ СЪ ПОМОЩЬЮ НАТУРАЛЬНЫХЪ ТРИГОНОМЕТРИ- 
ЧЕСКИХЪ ВЕЛИЧИНЪ, 


41. Общее замфчане. Названный способъ прим$няютъ тогда, 
когда при вычислеши заботятся не столько о его точности, сколько 
0 получен результата прямымъ и сокращеннымъ путемъ. 

При зрубомь вычислени было бы излишне примфнять лога- 
риемы; поэтому: 1) веБ дВйстыя выполняются въ этомъ случа 
непосредственно, и 2) для тригонометрическихь функщй беруть 
таблицы натуральныхь значей, притомъ съ небольшимъ числомъ 
десятичныхь знаковъ. Такъ, напримфръ, будутъ вполнф достаточны 
тЬ таблицы, которыя приложены въ концф этой книги. 

[Въ нихъ углы идутъ черезъ полградуса, & тригонометричесвя 
функщи даны съ двумя десятичными знаками и точны до поло- 
вины 0,01; черта, надъ посл$дней цифрой числа показываетъ, что 
это число болье истиннаго значеня*). Интерполящя**) — въ слу- 
ча надобности — дфлается такъ же, какъ въ логариемическихъ 
таблицахъ.] 

42. Перейдемъ къ примЗрамъ. Для сравненя будемъ то же 
самое вычислять еще по логариемамъ (пятизначнымъ). 

Примфры. |. Вычислить 2х == 210. (зп 22° 18’ -{ 45 62° 15). 

Ришене. Утоль 22° 18’ ближе къ 22° 30’, чфмъ къ 22°0,; 
поэтому смотримъ въ таблиц 8п 22° 80’ = 0,38. 

Уголъ 62° 15' есть среднйй между 62° и 62° 30"; поэтому беремъ 
среднее между # 62° и 45 62° 30/, т.-е. принимаемъ {5 62° 15'=1,90, 
Такимъ образомъ получимъ 2 =210.(0,38-1,90) =210.2,28 =478,8. 


*) Такъ что 0,26 означаеть: 0,26 невступно. 
Приблизительныя равенства: 
1) 1119 30' =0,20, 2) вп 12° 30’ = 0,58 и 3) зп 13°0' = 0,22 
надо понималь такъ: 
1) 0,195 < эп 11° 30' < 0,20; 2) 0,215 < зп 12° 30’ < 0,22; 
3) 0,22 < зп 13° 0’ < 0,225. 
**) Т.-е. нахождеше значенй промежуточныхъ между помфщенными 
въ таблиц. ` 
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Рьшая ту же задачу съ помощью ологариемовъ, найдемъ 
д = 478,838. Если не цфнить мелкихъ долей единицы, то первый 
способъ лучше, такъ какъ при немъ меньше работы. 

||. Вычислить = 10. (1 — 03 7°). 

Рющене. ИмЪемъ с37° = 0,99; слфдов. х==0,1. Или боле 
точно: 1 = 10.2 31? 3° 30/ = 20. (0,06)? = 0,072. Логариемы даютъ 
4 = 0,07454. 

Ш. По катету а=356 и углу А =18°43’ опред лить гипотенузу. 

Ришеше. ИмЪемъ: с = а: вп А = 356 : 0,32*) = 1112,5. 

По логариемамъ находимъ с = 1109,4. 

1\. Даны гипотенуза с =125 и катеть «=116; опредЪлить Ч иф. 

Ришене. Имъемъ зп А =а:с==116:125 =0,93; посл чего 
въ таблиц$ находимъ 4 = 68° 0’. Далфе получимь: 6 = Ис? — а?**) 
=) 2169 = 46,6. 

По логариемамъ: А = 68° 7’ 36” и 6 = 46,572. 

У. По данному отношеншю катетовъ а:6 =119:50 найти 
уголъ А. : 


а — 
= 
находимъ 2,36 и 2,41; первое число ближе къ данному, поэтому 
принимаемъ 4 = 67° 0’. Но здесь умЪфстно также сдфлать интер- 


полящю, а именно: увеличению тангенса на 0,01 соотвЪтетвуетъ 
/ 


увеличен!е угла на — — 6/; поэтому А = 67° 12'. 


Логариемы даютъ А = 67° 12’ 34". 
У. Дано: а=250, В = 34°23'’ и С = 66° 58’. Найти с. 


Рюшене. Имфемъь с = Е Си А = 180°— (В- С) == 


Риошене. Имфемъ 15 А = 2,38. Въ таблиц тангенсовъ 


— 78° 39’, принимая А=78°30’ и (= 67°0’, получимъ 
__ 980 
—0.98 
По логариемамъ с = 284,66. 
У!. Дано: а=205, с=200 и В = 22°10'. Найти ® въ цф- 
лыхъ единицахъ. 


с ‚ 0,92 = 234,69. 


*) 18° 43’ ближе къ 18° 30’, чфмъ къ 19°0'. 
**) в — а? == (6 а) (© —а) =241.9. 
4* 
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Рищшене. Имземъь 6 = а? -{ с? — 246.03 В = 43025 + 40000 
— 82000.0,927 *) = 6011; отсюда 6 = 78. 


При помощи логариемовъ получается также 6 = 78. 
МИ. Дано: а= 37, 6=13 и с=40. Найти. Аи В. 


: : 2 Я. 19 
Ришене. 1) ПримЪняя формулу ез.А = и, будемъ 
400 
иМЪТь 68.4 = 1640 = 0, 38; отсюда А = 67° 30’. 2) ПримВняя 
а? Е 2 — 
формулу сз В = т —› получимъ 0$ В == ты = 0,95; такъ 


какъ это значеше встрфчается въ таблиц косинусовъ два раза, 
то вычислимъ сз В съ большей точностью, а именно сз В = 0,946. 


Теперь найдемъ: В = 19° 30'— —- 6 = 18° 54. 

Итакъ найдено: А = 67° 30’ и В = 18° 54'. 

Обратимся къ логариомамъ. Вычисляя по 6$. А = и и 
6$ В = ее. получимъ: А == 67° 22/48” и В = 18°55/ 24". 


296 
' И.В 
Вычислене по $2 о и #5 5 даеть: А=67°22'48" и В=13°55!30". 
1Х. Дано: а= 105, В = 27° 30’ и О = 54°. Найти 5. 
Рьшене. Вычисляя безъ логариемовъ, удобно взять формулу 
25=а?: (645 В- 40). 

Найдемъ: 28 = 11095 ; (1,92 0,73) = 4160,4; В == 2080,9. 
Логариемы дають**) 5 = 2082, 2. 


*) Для с5 22° 10’ сдВлана, интерполящя; такъ какъ 10” есть треть пол- 


’ 


градуса, то изъ сз 22° 0' вычтено ОН 


) По формул 5 = 2 ‘(8 Д. 


ГРАФИЧЕСКОЕ РЕШЕНГЕ ТРЕУГОЛЬНИКОВЪ; ИНСТРУМЕНТЫ, УПОТРЕБЛЯЕ- 
МЫЕ ПРИ ЭТОМЪ СПОСОБЗ, 


43. Инструменты. Въ чемъ состоить такъ называемое 'рафи- 
ческое рЪшене треугольниковь, — было уже упомянуто въ $ 3 
перваго выпуска. Теперь скажемъ нЪфеколько словъ относительно 
инструментовъ, которыми пользуются при этомъ способЪ и которые 
составляютъ главную его принадлежность. 

Линейный масиитабь [простой и сложный *)]. Такъ назы- 


` вается приборъ, служащй для отложеня лиш по ихъ числовому 


выраженю и обратно, для измфрев!я линШ, полученныхъ построе- 
немъ: онъ позволяеть соблюсти въ чертежЪ принятый численный 
масштабъ **), 

СвфдЪшя объ этомъ прибор сообщаются обыкновенно въ 
курсахъ геометри и потому здфеь не будемъ повторять ихъ. 

Транспортирь. Съ помощью этого инструмента отклады- 
ваютъ уголъ по ханному числу градусовъ и минутъ***) и, наоборотъ, 
опредфляють, сколько градусовъ и минутъ содержить уголъ, взятый 
на чертеж. 

Практическя подробности предполагаемь уже извЪетными 
учащемуся — по опыту и изъ курса геометрии. 


*) Иначе называемый поперечнымь. 

**) Численнымь масштабомь называется отношене, въ какомъ на- 
ходится длина лин на чертежь къ длинф тВхъ же лиш въ дЪйствитель- 
ности. Наприм®ръ: если лиНя на мфстности имфетъ длину 10 саж., а въ 


изображен!и длину 1 дюйма, то численный масштабъь есть 1: 840 или 5 


(Нормальнымь масштабомъ для плановъ считается 8 т или иначе: 
100 саж. въ 1 дюйм$.) 

***) Небольше обыкновенные транспортиры показываютъ только гра- 
дусы; на болФе крупныхъ дфленя наносятся черезъ полградуса или даже 
Черезъ четверть градуса. Для самыхъ же точныхъ работь устраиваются 
сложные транспортиры, снабженные вернъеромь (на подвижномъ рал1ус?); 


они показываютъ 5’ и даже 1". 


50 
корОмОв масиипобь. Масиитабы тригонометричеснижь 
иииий. Это приборы, замфняюще транспортиръ, но менфе его 
точные и менфе удобные. 
1) Хордовой масиитабь представленъ на черт. 3*); онъ пока- 
ети длину хордъ, при нЪФкоторомъ радусЪ, для дугъ оть 0 
до 90°; радусъ найдемъ, взявъ хорду для дуги 60° (АС на черт. 3). 


и 
верт, 0 10 20 30 40 50 65 70 80 90 


3. | [ | | | | 
А р С в 


Пусть требуется построить на данной прямой при данной точкЪ 
уголь 40°. Принявъ данную точку за центръ, опишемъ дугу т5мъ 
радусомъ, по какому составленъ масштабъ; изъ точки пересЪчен1я 
этой дуги съ данной прямой, какъ изъ центра, опишемъ новую 
дугу рад!усомъ равнымъ хордЪ для 40° (АЛ) на черт. 3); черезъ точку 
пересфченя проведенныхъ дугъ пройдеть вторая сторона угла. 

Дая построешя тупого угла сначала получаютъ смежный 
острый уголъ. 

, Изъ сказаннаго выше ясно также, какъ производится измф- 
реше угла. 

2) Чтобы объяснить масштабы тригонометрическихь лин 
возьмемъ для примфра масштабь танленсов» **), изображенный ы 
черт. 4. Онъ показываеть длину тангенса, при нзкоторомъ рад1уе% 
для угловъ оть 0 до 45°; ращусъ найдемъ, взявъ тангенсъ 45°, 


и 
ерт. 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 


4, | | | | | | | 
А Г } 


Пуеть требуется построить уголъ 35°. Для этого оть данной 
точки М на данной прямой отложимъ часть ММ равную радлусу 
масштаба (АВ на черт. 4); изъ точки № возставимъ перпендикуляръ 
къ ММ и на немъ отложимъ часть УР равную тангенсу 35° (АС на 
черт. 4); тогда уголь РИМ есть искомый. 

Если уголъ боле 45°, то, возставивъ изъ точки М перпен- 
дикуляръ М®, строимъ уголь ОМА, дополнительный до 90° къ 
требуемому. Если уголъ тупой, то сначала строимъ или смежный 
уголъ, или прибавку къ 90°, смотря по тому, что менфе 45°. 

Способъ измфренйя угла ясенъ изъ предыдущаго. 


*ж) ] 
ый Для простоты, чертежь размфченъ не сполна, а только черезъ 10°. 
) ЗдЪеь и далфе въ объяснен!и слово „тангенсъ“ означаеть не тригоно- 
метрическую функцпо, а соотвтетвующую ей тригонометрическую лин!ю. 


> 
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44. Поняе о степени точности графическаго рёшеня. Пусть 
требуется рёшить треугольникъ, если даны двф стороны: 7158 саж. 
и 6084 саж. и уголь между ними 56° 23/ 47'*); посмотримъ, какъ 
это сдфлать графически. 

Сначала отложимъ данный уголь; но даже самые лу 
транспортиры различають только минуты; поэтому придется по- 
строить уголь приблизительно. 

На сторонахъ этого угла надо будеть отложить данныя длины 
въ какомъ-нибудь масштабЪ. Самая мелкая длина, различимая на 
бумагВ, это—двухсотая доля дюйма; если ее взять для выражевя 
одной сажени, то данныя стороны треугольника передадутся на, 
чертеж ливями, превышающими 35 дюйм. и 30 дюйм. (болЪе 
аршина), что очень неудобно. Чтобы уменьшить чертежъ, надо 
будетъ взять болЪе мелюЙ масштабъ, но тогда стороны треуголь- 
ника придется отложить только приблизительно. 

Построивъ треугольникъ и измфряя третью сторону и неиз- 
въотные углы, мы вотрЪтимъ т$ же самыя затрудненя. 

Но кромф болышей или меньшей зиочности инструментовъ 
здфеь имЪеть значене еще качество ихъ и чертежныхъ принадлеж- 
ностей вообще, а также искусство того, кто дЪлаеть чертежъ. 

Такь какъ указанныя вмяшя существенны, а между тЪмъ 
таковы, что узналь иредъль позфртшности нельзя, то графичесвй 
способъ не можеть считаться надежнымъ. Но онъ съ удоботвомъ 
примфняется въ томъ случа, когда желають получить результать 
возможно скорфе или когда точное вычислеше было бы излишне — 
въ виду ненадежности самихъ данныхъ. Такъ, если опред$ляя раз- 
стояше между двумя неприступными точками ($ 158, вып. перв.), 
мы измёримъ углы какимъ-либо зрубымь инструментомъ (напр. бус- 


12 
солью) съ точностью до’ то будеть достоиточно, если мы получимъ 


чше 


искомое разстояе построенемъ **) (между тёмъ какъ вычиелен1е 
здфсь довольно сложное). 


*) По поводу данныхъ чиселъ замфтимъ, что въ геодез1и нер$дко 
приходится рёшать треугольники, стороны которыхъ достигають 20 версть 
(10000 саж.), а углы выражены даже въ доляхъ секунды. (Секунды и ихъ 
доли при измфрен!и получаются тогда, когда беруть среднее ариеметическое 
изъ нфоколькихъ измфревй одного и того же угла, сдфланныхъ съ помощью 


весьма, точнаго теодолита.) 
**) А.Бикъ, Курсъ низщей геодези. Т. П, $ 55, 


Таблица натуральных-ь =: величинъ. | 


— 
=> 


— — 
& в 
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Е Те | | Е Те | 
0 Го, 00 0,00 со 
0 |30| 0,01 | 0,01 | 114,59 
1 0,05 0,05 57,29 
1 |30| 0,03 | 0,03 38,19 
2 0,03 0,03 28,64 
2 0,04 _2 1301 0,04 | 0,04 | 22,90 | 1,00 [30 | 87) 

О ое о Г ив 0,05 0,05 19,08 
3 0,06 0,06 16,35 
4 0,07 | 0,07 14,30 
4 0,08 0,08 ТЕ 
5 0,09 0,09 11,43 
|5 0,10 | 0,10 —5 130| 0,10 | 0,10 | 10,39 
6 0,10 0, а 9,51 
6 | 30| 0,11 0,11 8,78 
И т 0,12 8,14 
7 | 30| 0,13 0,13 7,60 
80| 0,14 0,14 ТИ 
8 | 30| 0,15 _81301[ 0,15 | 0,15 | 6,69 
9 0,16 0, | о[ 05 | ое. 6,31 
9 0,17 0,17 5,98 
10. 0,17 0,18 5,67 
10 0,18 0,19 5,40 
и 0,19 0,19 5,14 
и 0,20 0,20 4,92 


4,33. 
417 


Таблица натуральных-ь тригонометрических-ь величин-ь. ||. 
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53 


© 
> 


= ил 0,27 3,73 
15 | 30| 0,27 | 0,28 3,61 
161 0| 0,28 | 0,29 3,49 
16 | 30 | 0,28 | 0,30 | 3,38 
О] 6,0 По т 
[17 | 30 | 0,30 0,32 3,17 
80| о 0,31 | 0,32 | 3,08 
18 | 30| 0,35 0,33 2,99 
19 0| 0,33 0,34 2,90 
19 | 30| 0,33 0,35 2,82 
20| 0| 0,34 0,36 2,75 
20 | 30| 0,35 0,37 2,67 
21| 0| 0,36 | 0,38 2,61 
21 | 30| 0,37 0,39 2,54 
221 0| 0,37 0,40 2,48 
22| 30| 0,38 | 0,41 2,41 
231 0| 0,39 0,42 2,36 
[28180 0,40 | 0,48 | 2,50 0,92 [30166 
2410| 0,41 0,45 2,25 
24 | 30| 0,41 0,46 2,19 


[26 8010,45 | 0,55 | >01 | 0,89 [30 | 63. 
27| 0 | 0,45 о,5Т | 196 | 089 [06 1,96 
27 | 30 | 0,46 0,52 1,92 
28' 01.04 0,53 1,88 
28 | 30| 0,48 0,54 1,84 
291 0| 0,48 0,55 1,80 
29 | 30 | 0,49 0,57 МЕ 
| 


0,95 
0,95 ` 
0,95 
0,94 
0,94 
0,94 
0,98 
0,98 
0,98 
0,92 
0,92 
0,92 
0,91 
0,91 
0,91 
0,90 
0,90 
0,89 


0,89 
0,89 
0,88 
0,88 
0,87 
0,87 


Таблица натуральных тригонометрическихть величинъ. И. 
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36 
37 
37 
38 
38 
39 
39 
40 
40 
41 
41 


42 
42 
43 
43 
44 
44 


30 
0 
80 
0 
30 
0 
30 
0 
30 
0 
80 
0 
80 
0 
30 
0 
30 


45 |0 


о 


/ 


0,50 
0,51 
0,52 
0,52 
0,58 
0,54 
0,54 
0,55 0,66 
0,56 0,67 
0,57 | 0,69 
0,57 0,70 
0,58 0,71 


0,59 0,78 8 т 54 
0,59 0,74 30 | 53 
0,60 0,75 $38 Ю | 0153 
0,67 | 0,77 30 | 52 
0,62 0,78 
0,62 0,80 
0,68 0,81 
0,64 0,82 
0,64 0,84 
0,65 0,85 
0,66 0,87 
0,66 0,88 
0,67 | 0,90 
0,68 | 0,92 
0,68 | 0,93 
0,69 | 0,95 
0,69 0,97 
0,70 0,98 
0,71 1,00 
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Списокъ раземотрнныхъ тригонометрическихъ уравненй. 


$ $ 
З8п м == 20687... ...... а. | ра К 19.9. 291. 
щШи—З о х....... 116; 221. |810 
0х =— 31 4...... 116;221. | 802 В 09 У| 
602.50 25=1........ А |192 2 
$1 24 = $0? 4 — 082. 119; 25 Т. 1 — 05% =515 ее № 25 П 
048 21.402=0..... 15 [;391. | иНЫЙ 
636? 25.312=0....... 2 УВ У: ===... ЗЕ 
Ня 7 
5-52) =0.. 15 Ш; 391. зе а 
2х. =, Н 5 
м ао 30 И. 
о === АИ 181. |408... 30 ТУ. 
ПЕ 96:35 27600 ль. 30 У. 
УЕ . 0802 — 6805 Е Е 82 Ш. 
2 с5х 
рее О 45 = . 33 УШ. 
0 Е 18. |1 _ 242 И 
= . 
Е О ых |® 
69082 Е) тео 36 [. 
= НЕ“ ° 221. | 4825 =сх......... 36 П. 
п 22 _ 0825 29 Ш вп 85а 0 О 38 Г. 
е". ее зп 32.63 (30° 2) =0. 381. 
т ие к 22 ТУ. |1 сзх=205'х ..... 39 ТУ. 
2502—3097 = 594,689. ньны» 114; 25 1. 
З 51-Е 4082 =5 ;, уе аееьы. Пе; 12; 22 Т; 271; 32 У[. 
сз (180°-55) . 68 (то*+3) =: о 11%. 
м 12 (прим. Ти 2); 18 ТУ. 
$05 2 = $032. 68° 2-Е 831? 2.633 2-Е 8682 =0.......... 25 [. 
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С О ег `25 Ш. 
ЗИ 092 ЕЕ. ОВ, ое ло 27 У; 32 УП. 
ВОД ЕЩЕ ТИ 50а ба... ьнь ен 28 П. 
О СИ О о а 28 Ш. 
3035-10) "250 (@-Е 50°): си оса еее 80 Т. 
ЗЕЕ В) 6-Е ни ел ьаль 32 1. 
а (64102 — 142) =6(1 —81242):5п2%...... я 82 П. 
Ст -- 42-2 6, ое еее 32 ГУ. 
вр ==) =4 д 32 у 
4 4] = 4 еее ь 
Из 2 х- 23024 — 510781 : 3182=8.... Е. ньнь 33 1Х. 
зс2--1т 1-06? х 
Е а 35 П. 
81 (2 - 45°) 8-1 
зп (#— 45°) — и рн 35 ПУ. 
ВВ О о и 40. 


ОГЛАВЛЕНИЕ. 


| ТРИГОНСИЕТРИЧЕСКЫХЬ УРАВНЕНЦЯХ, 


Предварительныя понятЁя. Опродфлен!е тригонометрическато уравне- 
ны. Корень тригонометрическаго уравнен!я; равносильныя три- 
гонометрическ!я уравнешя. Расширен!е понят!я объ уравнеши. 
Какую форму иметь окончательное рзшене тригонометри- 
ческаго уравнен1я. О раскрыт неопредФленности. ..... 

Н\Ъкоторыя указашя о премахъ рёшеня. О способахъ рёшеня во- 
обще. Примёры р8шешя тригонометрическихь уравненй. При- 
м%ры потери корней и получешя постороннихъ. Переходъ къ 
вопросу о равносильности уравнешй .......... 

Обращене въ нуль произведешя. Общее замфчаше. Нримёры 

Обращеше въ нуль дроби. Общее замфчане. Примфры с 

Умножене обзихъ частей уравненя. Общее замфчане. Примфры. 
Освобождене уравнен!я отъ знаменателей. Примфры. .... 

ДЪлеше обфихъ частей уравненя. Общее замфчане. Примфры... 

Возвышен!е обфихъ частей уравненшя въ степень. Общее замфчан!е. 
Примеры зо еее бое я ал 

Освобождене обфихъ частей уравненшя отъ знака тригонометриче- 
ской Функцши. Общее зам$ чаше. Примфры ......... 

Общий выводъ и примфры къ нему. еее еее 


Прибавлешя, О р5шени уравнен!я в=р ‘> помощью пропорщи 


АВ _С--) а : 
5-Р=0—Р Къ $ 30. Примфнен!е неопредЪленныхъ урав- 
ненй. О формулахъ, которыми выражаются корни тригономе- 


трическаго уравнешя . еее еее. 


Вычиеленше формулъ еъ помощью натуральныхъ тригономе- 
тричеекихъ величинъ. 


обще савыачана, Поимры зо ол в ое аа ь ; 


Графическое р$шене треугольниковъ; инетрументы, употре- 
бляемые при этомъ епоеобъ. 


Инструменты: линейный масштабъ; транспортиръ; хордовой масштабъ; 
масштабы тригонометрическихь лин. Понят!е о степени точ- 
ности графическато рёшешя „еее еее. 


Таблицы натуральных тригонометрическихтъ величинть 


Списокъ равсмотрфнныхь тригонометрическихь уравенй.......,.,. 
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2. Учебникъ прямолинейной тригонометрии. Издане 4-е, соеди- 
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3. Сборникъ геометричеекихъь задачъ. Ч. [. (Планиметр!я). 
Издане 2-е. Москва, 1904. Цна 65 коп. 


4. Сборникъ геометрическихь задачъ. Ч. И. (Стереометр/я). 
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(Москва, Воздвиженка, д. Армандъ). ' 
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